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 لمقدمةا

 

 والتحليل لمنطقيا التفكير تنمية في تسهم التي الأساسية العلوم من الرياضيات تُعد          

 من تتضمنه مال والعملية، العلمية التطبيقات من العديد فهم في مًامه دورًا وتؤدي العلمي،

 دقيقة بصورة القرارات واتخاذ المشكلات حل على تساعد وأساليب وقواعد مفاهيم

 .ومنظمة

 منظم علمي بأسلوب الرياضيات مادة محاضرات تقديم إلى الملف هذا هدف       

 على دراتهمق وتنمية الأساسية، الرياضية للمفاهيم الطلبة فهم تعزيز في يسهم بما ومبسط،

 تسلسل المحاضرات إعداد في رُوعي وقد. العملي والتطبيق والاستنتاج التحليل

 تفكيرال لتحفيز محاضرة كل بداية في تمهيدية أسئلة تضمين مع وترابطها، الموضوعات

 همالف لتقويم محاضرة كل نهاية في ختامية وأسئلة السابقة، المعلومات واستحضار

 .المكتسبة المعلومات وترسيخ

 تطوير يف يسهم وأن الأعزاء، لطلبتنا نافعًا علميًا مرجعًا الملف هذا يكون أن ونأمل

 في وفيقوالت النجاح دوام لهم متمنين الأكاديمية، أهدافهم وتحقيق العلمية مهاراتهم

 .الدراسية مسيرتهم
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 النظرة الشاملة

         

ي معهد تقني فالهندسة المدنية في قسم تقنيات  الأولىالفئة المستهدفة طلبة المرحلة     

 .الأوسطالنجف جامعة الفرات 

 اتالمصفوف بدراسة تبدأ الأساسية، الموضوعات من مجموعة المادة هذه تتناول    

 دلاتالمعا موضوعات إلى تنتقل ثم ومحدداتها، وخصائصها عليها والعمليات وأنواعها

 لطالبا يساعد بما للمتجهات، القياسي والضرب المتجهية والفضاءات والمتجهات الخطية

 .صحيحة بصورة الرياضية العمليات وإجراء الجبرية العلاقات فهم على

 الدوال لىع والتعرّف وتطبيقاته، التكامل المشتقات و دراسة المادة تتضمن كما         

 لتجزئةبا والتكامل بالتعويض التكامل مثل المختلفة، وطرقه التكامل وقواعد الأصلية

لاعداد او والحجوم المساحات حساب في تطبيقاته عن فضلًا  الجزئية، بالكسور والتكامل

 .الرياضية المسائل من غيرهاو الإحصائيةالمركبة والعمليات 

 الأمثلة ديمتق خلال من العملي، قبالتطبي النظري الجانب ربط إلى المادة وتهدف         

 بيةالحسا المهارات اكتساب على الطالب تساعد التي التدريبية والمسائل المحلولة

 .الرياضي والاستنتاج المنظم التفكير على قدرته وتعزيز والتحليلية،

 التحليل في الطالب مهارات لتطوير مهمًا علميًا أساسًا المادة هذه تمثل وبذلك         

 الاتومج الجامعية دراسته في الرياضية المعرفة وتوظيف المشكلات، وحل والاستنتاج

 .المستقبلية تخصصه
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 الاختبار القبلي:

 تكون المصفوفتان متساويتان فقط اذا كانتا:. 1

 أ. لهما العدد نفسه من العناصر.

 متساوية.المتناظرة ب. لهما الرتبة نفسها والعناصر 

 لهما عدد الاعمدة نفسه.ج. 

 تسمى المصفوفة صفرية اذا كانت:. 2

 أ. تحتوي عنصر صفري.

 تحتوي صف جميع عناصره اصفار.ب. 

 .ناصرها اصفارجميع عج. 

 . رتبة المصفوفة هي:3

 ثم عدد الاعمدة. أولا عدد الصفوفأ. 

 فقط. ب. عدد الصفوف

 عدد الاعمدة فقط.ج. 

 .أ3, ج.2,ب.1الصحيحة:  الإجابة

 Matricesات       ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــصفوفـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــلما

بشكل مستطيل بين قوسين وتخضع لمجموعة من القواعد  مرتب عددي تنظيمي ه -:ةالمصفوف

 والعمليات.

 .nيرمز لها  columnsوعدد من الاعمدة  m يرمز لها rowsتتكون من مجموعة من الصفوف 

لكل مصفوفة رتبة تتمثل بعدد الصفوف أولا ثم عدد الاعمدة ثانيا وتكتب  -رتبة المصفوفة:

𝑚 × 𝑛. 

 -مثال على ذلك:

𝐴 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

]

3×3

                                        𝐵 = [
1

−4
3

]

3×1
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𝑐 = [
0 −2 6
8 9 5

]
2×3

                                    𝐷 = [
4 2

−3 1
23 0

]

3×2

 

𝑚مصفوفة من النوع  Aوبصورة عامة اذا كانت  × 𝑛  فإنA :تكتب بالصورة- 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
⋯

𝑎1𝑛

𝑎2𝑛

⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

]

𝑚×𝑛

 

 

لشرطان ااذا تحقق  A=Bمتساويتان وتكتب  A,Bيقال ان المصفوفتين  -تساوي مصفوفتين:

 -معا:

 من نفس الرتبة. A,B. المصفوفتان 1

 .Bيساوي نظيره في الموقع من المصفوفة الثانية  A. كل عنصر من المصفوفة الأولى 2

 

 -مثلا:

𝐴 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

]                          𝐵 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

] 

𝐴المصفوفتان متساويتان  = 𝐵 

𝐴 = [
3 1 −2
5 4 1
6 7 0

]                             𝐵 = [
3 1 −2
5 4 1
6 2 0

] 

𝐴اويتين المصفوفتان غير متس ≠ 𝐵  

𝑎32لان  ≠ 𝑏32  حيث ان𝑎32 = 𝑏32و       7 = 2. 
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𝐴 = [
0 −2 6
8 9 5

]
2×3

                                    𝐷 = [
0 8

−2 9
6 5

]

3×2

 

𝐴المصفوفتان غير متساويتين  ≠ 𝐵    .لان الرتبة مختلفة 

 البعدي:الاختبار 

  //1س

𝐴 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

]                          𝐵 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

] 

𝐴المصفوفتان متساويتان  = 𝐵 

  //2س

𝐴 = [
0 −2 6
8 9 5

]
2×3

                                    𝐷 = [
0 8

−2 9
6 5

]

3×2

 

𝐴المصفوفتان متساويتان  = 𝐵 

 //3س

[
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

] 

 رتبة المصفوفة؟ماهي 

 p:2,3 الإجابة

 

ــــــــــان ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــع المـــــــــو ــــــــــــ ـــــــصفوفـــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــاتــ  ـــــــــــــــــــــ

 الاختبار القبلي:

 عرف المصفوفة.. 1
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 عرف رتبة المصفوفة.. 2

]ماهي رتبة المصفوفة . 3
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

] 

 p:1,2,3 الإجابة الإجابة

 هي المصفوفة التي تتكون من صف واحد فقط. -:Row Matrix. مصفوفة الصف 1

[3 0 5]1×3 

 ون من عمود واحد فقط.هي المصفوفة التي تتك -:Colum Matrix. مصفوفة العمود 2

[
1

−4
3

]

3×1

 

 mهي المصفوفة التي تكون فيها عدد الصفوف  -:Square Matrix. المصفوفة المربعة 3

 .nمساوي لعدد الاعمدة 

[
3 1 −2
5 4 1
6 7 0

]  

هي مصفوفة مربعة جميع عناصرها اصفار  -:Diagonal Matrix . المصفوفة القطرية4

 لى القطر الرئيس ي فيكون احدها على الأقل مغايرا للصفر.ماعدا العناصر الواقعة ع

[
7 0 0
0 4 0
0 0 2

] 

وهي مصفوفة قطرية يكون فيها كل من عناصر القطر  -:Unit Matrix . مصفوفة الوحدة5

 الرئيس ي مساويا للواحد.

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 
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ع عناصرها اصفار وهي المصفوفة التي تكون جمي -:Zero Matrix . المصفوفة الصفرية6

 .(0)ويرمز لها 

[
0 0 0
0 0 0

] 

 البعدي:الاختبار 

 المصفوفة؟ نوع ماهو  //1س

𝐴 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

]                          

 هل المصفوفة مربعة؟ //2س

𝐴 = [
0 −2 6
8 9 5

]
2×3

                                     

 المصفوفة محايدة, صح ام خطأ؟ //3س

[
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

] 

 رتبة المصفوفة؟ماهي 

 p:3,4,5 الإجابة

 

 

ـــــــــــــــــــــــالعم ــليات على المــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــصفوفـــــــــــــــــــــــــ  اتــــــــــــــ

 الاختبار القبلي:

1 .[
0 0 0
0 0 0

] 

 مربعةج.             محايدةب.         صفريةأ.    
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2.   [3 0 5]1×3 

 ج. مربعة            صفيةب.         قطريةأ.    

3 .[
7 0 0
0 4 0
0 0 2

] 

 قطريةج.             ب. محايدة        عموديةأ.    

 ج.3.ب, 2 ,أ. 1 :الإجابة

 . الجمع والطرح:1

Ex:-  

𝐴 = [
2 4 7

−6 3 −1
] ,        𝐵 = [

−2 0 1
3 4 7

]  

find    𝐴 + 𝐵,    𝐴 − 𝐵 

Sol:- 

1)𝐴 + 𝐵 =  [
2 4 7

−6 3 −1
] + [

−2 0 1
3 4 7

]  

                       = [
2 − 2 4 + 0 7 + 1

−6 + 3 3 + 4 −1 + 7
] 

                        = [
0 4 8

−3 7 6
]  

 

2) 𝐴 − 𝐵 = 𝐻. 𝑊 

 -عليه:. ضرب مصفوفة في عدد حقيقي او القسمة 2

Ex:-  
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𝐴 = [
3 0
1 2
6 5

] ,        𝐵 = [
0.5 1
0 −2
3 0.4

]  

 find    3𝐴,    − 𝐴 + 2𝐵,
 𝐵

−2
  

Sol:- 

3𝐴 = 3 [
3 0
1 2
6 5

] = [
3 × 3 3 × 0
3 × 1 3 × 2
3 × 6 3 × 5

] = [
9 0
3 6

18 15
]  

 

−𝐴 + 2𝐵 = − [
3 0
1 2
6 5

] + 2 [
0.5 1
0 −2
3 0.4

]  

                           = [
−3 0
−1 −2
−6 −5

] + [
1 2
0 −4
6 0.8

] = [
−2 2
−1 −6
0 −4.2

]   

 𝐵

−2
= 𝐻. 𝑊  

 . حاصل ضرب مصفوفتين:3

 صفوفيساوي عدد  𝑛1المصفوفة الأولى  اعمدةيمكن ضرب مصفوفتين فقط عندما يكون عدد 

𝑚2  المصفوفة الثانية. وان المصفوفة الناتج تكون من الرتبة𝑚1 × 𝑛2. 

 -:xE 

1)[1 −2 0.3] [
−3
1

10
]  

= [(1 × −3) + (−2 × 1) + (0.3 × 10)] = [−2]   

2) [−1 1 5] [
3
2

]                                       
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(الصفوفعدد       𝑛1       الاعمدة)عدد    ≠      ≠ 𝑚2  لا يمكن الضرب لان      

3) 𝐴 = [
2 1 0
5 −1 3

] ,     𝐵 = [
1 1

−1 2
3 −2

] ,    𝑐 = [
1 −2 20

15 0 −12
23 3 6

]  

Find   𝐴𝐵,     𝐵𝐴,       𝐵𝐶. 

-:Sol 

𝐴𝐵 = [
2 1 0
5 −1 3

] [
1 1

−1 2
3 −2

] =

[
(2 × 1) + (1 × −1) + (0 × 3) (2 × 1) + (1 × 2) + (0 × −2)

(5 × 1) + (−1 × −1) + (3 × 3) (5 × 1) + (−1 × 2) + (3 × −2)
]

  

= [
1 4

15 −3
]  

𝐵𝐴 = 𝐻. 𝑊  

𝐵𝐶  هل يمكن حسابها؟ ولماذا؟                                                                                     ?=

 س// هل عملية الضرب على المصفوفات إبداليه؟

H.W:- 

𝐴 = [
−1
2

] ,   𝐵 = [3 0 0.5],     𝑐 = [
2 1

−3 0
0 4

]  

 البعدي:الاختبار 

𝐴       //1س  = [
3 0
1 2
6 5

] ,        𝐵 = [
0.5 1
0 −2
3 0.4

]  
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   find  1) 3𝐴,    2) − 𝐴 + 2𝐵,      3)
 𝐵

−2
 

                          

 p:7 الإجابة

ـــــــ ــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــالمــــــــــــــــــــــــ   eterminantsD    حددات  ــــــــــــ

 الاختبار القبلي:

1 .𝐴 = [
−1
2

] ,   𝐵 = [3 0 0.5],     𝑐 = [
2 1

−3 0
0 4

]    𝑓𝑖𝑛𝑑 𝐴 × 𝐵 × 𝐶     

 .|𝐴|او  det (𝐴)يستخرج من المصفوفة المربعة, ويرمز له  يحقيقهو عدد  -المحدد:

𝟐حساب  المحددات من الرتبة  × 𝟐:- 

𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] ⟹ det(𝐴) = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐  

:lowingCalculate the determinants for the fol  -Ex: 

1) |
2 4
1 3

|                                       2) |
1 −1
5 0

| 

 الحل// 

  |
2 4
1 3

| = 2 × 3 − 4 × 1 = 6 − 4 = 2 

|
1 −1
5 0

| = 1 × 0 − (−1) × 5 = 0 + 5 = 5  

𝟑حساب  المحددات من الرتبة  × 𝟑:- 

 .)cofactors(باستخدام طريقة العوامل المتممة 
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Ex:- find, such that      𝐴 = [

+ − +
5 7 8
3 6 0
2 1 1

]  

|𝐴| = 5 |
6 0
1 1

| − 7 |
3 0
2 1

| + 8 |
3 6
2 1

| = −63  

 -خواص المحددات:

 . اذا كانت عناصر أي صف او أي عمود جميعها اصفار فان قيمة المحدد تساوي صفر.1

 . اذا كانت عناصر أي صفين او عمودين متساويين او من مضاعفاتها فان المحدد يساوي صفر.2

:Calculate the determinants for the following -e:For exampl 

|
1 0 5
2 0 1
3 0 3

| =  العمود الثاني جميع عناصره اصفار, لذا المحدد يساوي صفر.                         0

|
1 1 1
2 18 2
3 10 3

| = 0   

 عناصر العمود الاول تساوي عناصر العمود الثالث, لذا المحدد يساوي صفر.

|
1 2 4
2 4 5
3 6 7

| = 0                      

 , لذا المحدد يساوي صفر.العمود الاول  عناصر العمود الثاني هي مضاعفات  عناصر 

 عدي:الاختبار الب

Calculate the determinants for the following: 

1) |
2 4
1 3

|                                       2) |
1 −1
5 0

|             3) |
1 0 5
2 0 1
3 0 3

|                              p:10,9 
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ــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــ ــــــــــعادلات الخـــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــ  ـــطيةالمــــــــــــــــــــــــ

 الاختبار القبلي:

Calculate the determinants for the following: |
1 1 1
2 18 2
3 10 3

|        p:10 

 

 r's RuleGramma     كرامر  اعدةق

𝐴𝑥لتكن  = 𝐵  نظام من المعادلات الخطية التي رتبتها𝑛 × 𝑛  وتحتوي على𝑛  من المجاهيل

|𝐴|بحيث ان محددها  ≠  عندئذ يكون للنظام حل وحيد أي أن: 0

𝑥1 =
|𝐴1|

|𝐴|
,               𝑥2 =

|𝐴2|

|𝐴|
  

 حيث: 

  |𝐴|.محدد المعاملات 

 |𝐴1| محدد معاملات𝑥2 .مع الحد الثابت 

|𝐴2| محدد معاملات𝑥1 .مع الحد الثابت 

Ex:- solve the following equations by using Grammar's Rule:   

9𝑥 + 4𝑦 = −6
3𝑥 − 5𝑦 = −21

  

 الحل//

[
9 4
3 −5

] [
𝑥
𝑦] = [

−6
−21

]  

|𝐴| = −57  
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|𝐴1| = |
−6 4

−21 −5
| = 114                 |𝐴2| = |

9 −6
3 −21

| = −171   

𝑥 =
|𝐴1|

|𝐴|
=

114

−57
= −2                               𝑦 =

|𝐴2|

|𝐴|
=

−171

−57
= 3   

∴ (𝑥, 𝑦) = (−2,3)  

,𝑥)للتحقق من صحة الحل نعوض في المعادلة  𝑦). 

Ex:- solve the following equations by using Grammar's Rule:   

𝑥 − 𝑦 = 1
𝑥 − 𝑧 = 3
𝑦 + 𝑧 = 8

  

 الحل//

[
1 −1 0
1 0 −1
0 1 1

] [
𝑥
𝑦
𝑧

] = [
1
3
8

]  

|𝐴| = 2  

|𝐴1| = |
1 −1 0
3 0 −1
8 1 1

| = 12                 |𝐴2| = |
1 1 0
1 3 −1
0 8 1

| = 10   

|𝐴3| = |
1 −1 1
1 0 3
0 1 8

| = 6  

𝑥 =
|𝐴1|

|𝐴|
=

12

2
= 6 ,    𝑦 =

|𝐴2|

|𝐴|
=

10

2
= 5,       𝑧 =

|𝐴3|

|𝐴|
=

6

2
= 3   

∴ (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (6,5,3)  
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 الاختبار البعدي:

    1)  
4𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 5

3𝑥 + 𝑦 + 4𝑧 = 10
𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 2

                      𝐴𝑛𝑠: (1, −1,2)  

 2)  

𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 4
3𝑥 − 5𝑦 + 3𝑧 = 1
2𝑥 + 7𝑦 − 𝑧 = 8

                      𝐴𝑛𝑠: (1,1,1) 

3)  
3𝑥 − 4𝑦 = −15
2𝑥 + 5𝑦 = 13

                      𝐴𝑛𝑠: (−1,3)  
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ـــــــالم ــــــــــــــــــــــتجهات والــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــقيم العــــــ  Vectors & scalarsددية    ــــــــــــــ

 الاختبار القبلي:

  //1س. 1

𝐴 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

]                          𝐵 = [
1 0 7
2 5 1
3 −6 4

] 

𝐴المصفوفتان متساويتان  = 𝐵 

     الإجابة الصحيحة: نعم

مثل  (وتكون غير اتجاهية)تسمى الكميات التي لها مقدار عددي وليس لها اتجاه بالقيم العددية  

 الطول والزمن ودرجة الحرارة والمسافة ... الخ.

 𝐹⃑مثل القوة  Vectorsأما الكميات التي يكون لها مقدار عددي واتجاه تسمى بالمتجهات     

(Force)  والتعجيل𝑎⃑ (acceleration)  والسرعة𝑣⃑(velocity) . 

,𝑖)لكل متجه ثلاث متغيرات هي *  𝑗, 𝑘)  ويكتب𝐴 = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘 

 

 

 

 

 

 -مثلا:

𝐴 = 𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘 → 𝑎1 = 1,    𝑎2 = 2,    𝑎3 = 3  

𝑦 

𝑖 𝑘 

j 

𝑧 

𝑥 
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 العمليات الجبرية على المتجهات

   -. الجمع والطرح:1

∓
𝐴 = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘

𝐵⃑⃑ = 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘
  

𝐴 ∓ 𝐵⃑⃑ = (𝑎1 ∓ 𝑏1)𝑖 + (𝑎2 ∓ 𝑏2)𝑗 + (𝑎3 ∓ 𝑏3)𝑘  

 -. ضرب المتجه في عدد ثابت:2

𝑐𝐴 = 𝑐𝑎1𝑖 + 𝑐𝑎2𝑗 + 𝑐𝑎3𝑘  

 )دائما تكون القيمة موجبة( -المتجه:. طول 3

|𝐴| = √𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2  

  -لمتجه واحد: 𝑢⃑⃑العمودي  ة. متجه الوحد4

𝑢⃑⃑ =
𝐴⃑

|𝐴⃑|
=

𝑎1𝑖+𝑎2𝑗+𝑎3𝑘

√𝑎1
2+𝑎2

2+𝑎3
2

=
𝑎1

|𝐴⃑|
𝑖 +

𝑎2

|𝐴⃑|
𝑗 +

𝑎3

|𝐴⃑|
𝑘  

 -:(×)Cross. إيجاد قيمة الضرب الديكارتي 5

𝐴 × 𝐵⃑⃑ = |
𝑖 𝑗 𝑘

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

| = 𝑖 |
𝑎2 𝑎3

𝑏2 𝑏3
| − 𝑗 |

𝑎1 𝑎3

𝑏1 𝑏3
| + 𝑘 |

𝑎1 𝑎2

𝑏1 𝑏2
|   

= 𝑖(𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2) − 𝑗(𝑎1𝑏3 − 𝑎3𝑏1) + 𝑘(𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1) 

,𝑢⃑⃑(𝐴بين متجهين  𝑢⃑⃑ه الوحدة العمودي . إيجاد قيمة متج6 𝐵⃑⃑):- 

𝑢⃑⃑(𝐴, 𝐵⃑⃑) =
𝐴 × 𝐵⃑⃑

|𝐴 × 𝐵⃑⃑|
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 -حسب قانون الضرب الاتجاهي: 𝜃. لاستخراج الزاوية 7

θ(𝐴, 𝐵⃑⃑) 

|𝐴 × 𝐵⃑⃑| = |𝐴| × |𝐵⃑⃑| sin 𝜃 

 

 -:𝑐𝑜𝑠بواسطة  𝜃وإيجاد الزاوية  Dot. الضرب العددي 8

𝐴. 𝐵⃑⃑ = |𝐴| × |𝐵⃑⃑| cos 𝜃  

  

𝑝1𝑝2     *إيجاد المتجه بين نقطتين = (𝑥2 − 𝑥1)𝑖 + (𝑦2 − 𝑦1)𝑗 + (𝑧2 − 𝑧1)𝑘 

 

 

 

  

 

 

𝐴 = 2𝑖 + 3𝑗 + 4𝑘  ,       𝐵⃑⃑ = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘      -:Ex 

1) 𝐴 + 𝐵⃑⃑       2) 𝐴 − 𝐵⃑⃑          3) 3𝐵⃑⃑  , 5𝐴        4) |𝐴|, |𝐵⃑⃑|     Find 

5) 𝑢⃑⃑(𝐴), 𝑢⃑⃑(𝐵)      6)  𝐴 × 𝐵⃑⃑        7) |𝐴 × 𝐵⃑⃑|      8) 𝑢⃑⃑(𝐴, 𝐵⃑⃑)  

𝐴 

𝐵⃑⃑ 

𝑧 

θ 

𝑦 

𝑥 

𝑝1(𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) 

𝑝2(𝑥2, 𝑦2, 𝑧2) 

𝑜𝑝1 = 𝑥1𝑖 + 𝑦1𝑗 + 𝑧1𝑘) 

𝑜𝑝2 = 𝑥2𝑖 + 𝑦2𝑗 + 𝑧2𝑘) 
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9)θ(𝐴, 𝐵⃑⃑)             10) 𝐴. 𝐵⃑⃑  

-:Sol 

1) 𝐴 + 𝐵⃑⃑ = 3𝑖 + 4𝑗 + 5𝑘  

2) 𝐴 − 𝐵⃑⃑ = 𝑖 + 2𝑗 + 3𝑘  

3) 3𝐵⃑⃑ = 3𝑖 + 3𝑗 + 3𝑘  , 5𝐴 = 10𝑖 + 15𝑗 + 20𝑘  

4) |𝐴| = √22 + 32 + 42 = √29, |𝐵⃑⃑| = √12 + 12 + 12 = √3  

5) 𝑢⃑⃑(𝐴) =
𝐴⃑

|𝐴⃑|
=

2𝑖+3𝑗+4𝑘

√29
=

2

√29
𝑖 +

3

√29
𝑗 +

4

√29
𝑘  

𝑢⃑⃑(𝐵) =
𝑩⃑⃑⃑

|𝐵⃑⃑|
=

𝑖+𝑗+𝑘

√3
=

1

√3
𝑖 +

1

√3
𝑗 +

1

√3
𝑘  

6)  𝐴 × 𝐵⃑⃑ = |
𝑖 𝑗 𝑘
2 3 4
1 1 1

| = 𝑖 |
3 4
1 1

| − 𝑗 |
2 4
1 1

| + 𝑘 |
2 3
1 1

| = −𝑖 + 2𝑗 − 𝑘  

7) |𝐴 × 𝐵⃑⃑| = √(−1)2 + 22 + (−1)2 = √6  

𝑢⃑⃑(𝐴, 𝐵⃑⃑) =
𝐴⃑×𝐵⃑⃑

|𝐴⃑×𝐵⃑⃑|
=

−𝑖+2𝑗−𝑘

√6
=

−1

√6
𝑖 +

2

√6
𝑗 +

−1

√6
𝑘  

9)θ(𝐴, 𝐵⃑⃑) → |𝐴 × 𝐵⃑⃑| = |𝐴| × |𝐵⃑⃑| sin 𝜃  

                                          √6 = √29 × √3 sin 𝜃 

                                        
√6

√29√3
= sin 𝜃 

√2√3

√29√3
= sin 𝜃 →

√2

√29
= sin 𝜃 → 0.2626 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 

                          𝜃 = 𝑠𝑖𝑛−1(0.2626) 
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                       𝜃 = 15.22° 

10) 𝐴. 𝐵⃑⃑ = (2 × 1) + (3 × 1) + (4 × 1) = 9  

9 = √29√3 cos 𝜃 → cos 𝜃 =
9

√29√3
→ 𝜃 = 15.22°   

,𝐴*اذا كان المتجهين  𝐵⃑⃑   وتكون فيه  °90متعامدين فان الزاوية تكون𝑐𝑜𝑠90° = 0. 

 الاختبار البعدي:

𝐴 //1س = 2𝑖 + 3𝑗 + 4𝑘  ,       𝐵⃑⃑ = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘  

1) 𝐴 + 𝐵⃑⃑       2) 𝐴 − 𝐵⃑⃑          3) 3𝐵⃑⃑  , 5𝐴   Find 

 p:17,18الإجابة 

 

ــــــالض ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــــرب النقطــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــــ  Dot productي   ــ

 الاختبار القبلي:

1 .𝐴 = 2𝑖 + 3𝑗 + 4𝑘  ,       𝐵⃑⃑ = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘      -: 

17,18p:            2) 𝑢⃑⃑(𝐴), 𝑢⃑⃑(𝐵)      3)  𝐴 × 𝐵⃑⃑          1)  |𝐴|, |𝐵⃑⃑|     Find 

 

𝐴. 𝐵⃑⃑ = |𝐴⃑⃑⃑| × |𝐵⃑⃑⃑| cos 𝜃  

 أي يكون نفس الاتجاه فان الزاوية تساوي صفر. 𝐵⃑⃑موازيا للمتجه   𝐴اذا كان المتجه ملاحظة// 

ــــــــالضحساب  ــــــــــرب النقطـــــ ـــ  ي  ـــ
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𝐴 = 𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘

𝐵⃑⃑ = 𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘
  

𝐴. 𝐵⃑⃑ = (𝑎1𝑖 + 𝑎2𝑗 + 𝑎3𝑘). (𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘)  

= 𝑎1𝑖(𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘) + 𝑎2𝑗(𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘) + 𝑎3𝑘(𝑏1𝑖 + 𝑏2𝑗 + 𝑏3𝑘) 

    = 𝑎1𝑏1(𝑖. 𝑖) + 𝑎1𝑏2(𝑗. 𝑖) + 𝑎1𝑏3(𝑘. 𝑖) + 𝑎2𝑏1(𝑖. 𝑗) + 𝑎2𝑏2(𝑗. 𝑗) +

𝑎2𝑏3(𝑘. 𝑗) + 𝑎3𝑏1(𝑖, 𝑘) + 𝑎3𝑏2(𝑗. 𝑘) + 𝑎3𝑏3(𝑘. 𝑘)      

𝑨⃑⃑⃑. 𝑩⃑⃑⃑ = 𝒂𝟏𝒃𝟏 + 𝒂𝟐𝒃𝟐 + 𝒂𝟑𝒃𝟑  

For perpendicular unit vectors (𝑖, 𝑗, 𝑘) 

𝑖. 𝑗 = 𝑗. 𝑘 = 𝑘. 𝑖 = 0   … (1)  

Since [𝑖. 𝑗 = |𝑖|. |𝑗|𝑐𝑜𝑠
𝜋

2
=  بسبب تعامد المحاور على بعضها )الزاوية قائمة(           [0

𝑖. 𝑖 = 𝑗. 𝑗 = 𝑘. 𝑘 = 1   … (1)  

Since [𝑖. 𝑖 = |𝑖|. |𝑖|𝑐𝑜𝑠0 = وجود زاوية للمحور مع نفسه )الزاوية تساوي صفر(لعدم         [1  

Ex:- 1) find the angle between    
𝐴 = 2𝑖 + 2𝑗 − 𝑘

𝐵⃑⃑ = 6𝑖 − 3𝑗 + 2𝑘
 

2) what is the value of a makes the two vectors  
𝐴 = 𝑎𝑖 − 2𝑗 + 𝑘

𝐵⃑⃑ = 2𝑎𝑖 + 𝑎𝑗 − 4𝑘
 orthogonal? 

Sol:- 

𝐴. 𝐵⃑⃑ = |𝐴⃑⃑⃑| × |𝐵⃑⃑⃑| cos 𝜃  

𝐴. 𝐵⃑⃑ = (2 × 6) + (2 × −3) + (−1 × 2) = 4  

 |𝐴| = √22 + 22 + (−1)2 = 3             |𝐵⃑⃑| = √62 + (−3)2 + 22 = 7  
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4 = 3 × 7 𝑐𝑜𝑠𝜃 → 𝑐𝑜𝑠𝜃 =

4

21
→ 𝜃 = cos−1 4

21
→ 𝜃 ≅ 79°  

θ. المتجهين متعامدين إذن   2  = .𝐴وبالتالي فإن    90° 𝐵⃑⃑ = 0 

0 = (𝑎 × 2𝑎) + (−2 × 𝑎) + (1 × −4)  

0 = 2𝑎2 − 2𝑎 − 4  

0 = 𝑎2 − 𝑎 − 2  

0 = (𝑎 + 1)(𝑎 − 2)  

𝑎 = −1        𝑜𝑟    𝑎 = 2  

Ex:- find   𝑢⃑⃑  from the point  𝑝1(1,0,1), to the point  𝑝2(3,2,0)  

Sol:- 

𝑝1𝑝2 = (𝑥2 − 𝑥1)𝑖 + (𝑦2 − 𝑦1)𝑗 + (𝑧2 − 𝑧1)𝑘  

𝑝1𝑝2 = (3 − 1)𝑖 + (2 − 0)𝑗 + (0 − 1)𝑘 = 2𝑖 + 2𝑗 − 𝑘  

|𝑝1𝑝2| = √22 + 22 + (−1)2 = 3  

𝑢⃑⃑(𝑝1𝑝2) =
𝑝1𝑝2

|𝑝1𝑝2|
=

2𝑖+2𝑗−𝑘

3
=

2

3
𝑖 +

2

3
𝑗 −

1

3
𝑘   

 

 الاختبار البعدي:

If    
𝐴 = 2𝑖 + 𝑗 − 3𝑘

𝐵⃑⃑ = 𝑖 − 2𝑗 + 𝑘
 find the vector who is length 5 and column on 𝐴 ,  𝐵⃑⃑. 

ــــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــاقـ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ـــ ــــطـــــالمسـ  Projection ـــ

 الاختبار القبلي:
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21 
find   𝑢⃑⃑  from the point  𝑝1(1,0,1), to the point  𝑝2(3,2,0)      p: 20 

  (𝑝𝑟𝑜𝑗𝐴⃑𝐵⃑⃑) يرمز له بالرمز  𝐴على المتجه  𝐵⃑⃑متجهين فان مسقط  𝐵⃑⃑و     𝐴ليكن كل من 

𝑝𝑟𝑜𝑗𝐴⃑𝐵⃑⃑ =
𝐴⃑.𝐵⃑⃑

|𝐴⃑|
2 𝐴              , |𝐴|

2
= 𝐴. 𝐴   

فان طول مسقط المتجه ل  aكما موضح في الشكل  𝐵⃑⃑و    𝐴بين  θاذا كانت الزاوية  //1ملاحظة

𝐵⃑⃑  على𝐴   هو[|𝐵⃑⃑| cos 𝜃]   بينما في الشكلb  طول مسقط المتجه هو[−|𝐵⃑⃑| cos 𝜃]. 

 

 

 

 

 

 يمكن ايجاده من  𝐴باتجاه  𝐵⃑⃑لـــ  )scalar component( المركب العددي //2ملاحظة 

𝐴. 𝐵⃑⃑ = |𝐴⃑⃑⃑| × |𝐵⃑⃑⃑| cos 𝜃  

|𝐵⃑⃑| cos 𝜃 =
𝐴⃑⃑⃑.𝐵⃑⃑⃑

|𝐴⃑|
= 𝐵⃑⃑⃑.

𝐴⃑⃑⃑

|𝐴⃑|
  

Ex:- find the vector projection of the vector 𝐵⃑⃑ = 6𝑖 + 3𝑗 + 2𝑘  onto the vector 

𝐴 = 𝑖 − 2𝑗 − 2𝑘 , and the scalar component of 𝐵⃑⃑ along 𝐴. 

Sol:- 

𝑝𝑟𝑜𝑗𝐴⃑𝐵⃑⃑ =
𝐴⃑.𝐵⃑⃑

|𝐴⃑|
2 𝐴 =

𝑎1𝑏1+𝑎2𝑏2+𝑎3𝑏3

𝑎1
2+𝑎1

2+𝑎1
2 𝐴  

θ 

𝐵⃑⃑ 

𝐴 
𝑝𝑟𝑜𝑗𝐴⃑𝐵⃑⃑ 

 

𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ = |𝐵⃑⃑ ⃑⃑⃑
| 𝑐𝑜𝑠𝜃 

θ 

𝐴 

𝐵⃑⃑ 

𝑝𝑟𝑜𝑗𝐴⃑𝐵⃑⃑ 

 
𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ = − |𝐵⃑⃑ ⃑⃑⃑

| 𝑐𝑜𝑠𝜃 
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 =
(1×6)+(−2×3)+(−2×2)

1+4+4
× (𝑖 − 2𝑗 − 2𝑘) =

−4

9
(𝑖 − 2𝑗 − 2𝑘) 

|𝐵⃑⃑| cos 𝜃 =
𝐴⃑⃑⃑.𝐵⃑⃑⃑

|𝐴⃑|
=

−4

√1+4+4
=

−4

√9
=

−4

3
  

 الاختبار البعدي:

,𝐵(2و  𝐴(1,0,1)الذي رؤوسه  𝐴𝐵̂𝐶جد زاوية المثلث  .1  .𝐶(−2,1,0)و (1,1−

𝐴هل ان . 2 ⊥ 𝐵⃑⃑       او   𝐴// 𝐵⃑⃑   :حيث ان𝐴 = 3𝑖 + 9𝑗 + 6𝑘  و𝐵⃑⃑ = 𝑖 + 3𝑗 + 2𝑘  
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 (Logاللوغاريتم )

 الاختبار القبلي:

1𝐴 = 2𝑖 + 3𝑗 + 4𝑘  ,       𝐵⃑⃑ = 𝑖 + 𝑗 + 𝑘  

θ(𝐴, 𝐵⃑⃑)                Find 

𝑦ويرمز له  هو الدالة العكسية للدالة الاسية -اللوغاريتم: = 𝑙𝑜𝑔
𝑎
𝑥. 

𝒙هي  الاسيةيث ان الدالة ح = 𝒂𝒚  ويمكن تحويلها الى الصيغة اللوغاريتمية𝑦 = 𝑙𝑜𝑔
𝑎
𝑥 وان 

∀𝑦 ∈ 𝑅 ,   𝑥 ∈ 𝑅++ , 𝑎 > 0,   𝑎 ≠ 1 

 

 

 

 

 

 

𝒚 رسم دالة = 𝒍𝒐𝒈
𝒂
𝒙 
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Ex:- Writ the following in logarithmic form: 

53 = 125            32 = 9            64 = 82          26 = 64          321 5⁄ = 2  

:Sol 

53 = 125 ⇒ 𝑙𝑜𝑔
5
125 = 3                            32 = 9        ⇒ 𝑙𝑜𝑔

3
9 = 2  

64 = 82  ⇒ 𝑙𝑜𝑔
8
64 = 2                                       26 = 64 ⇒ 𝑙𝑜𝑔

2
64 = 6 

321 5⁄ = 2 ⇒ 𝑙𝑜𝑔
32
2 =

1

5
  

 

 -خواص الدالة اللوغاريتمية:

 لوغاريتم. . ليس للعدد السالب1

2. 𝑙𝑜𝑔
𝑎
(𝑥𝑦) = 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑥 + 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑦 

3. 𝑙𝑜𝑔
𝑎
(𝑥/𝑦) = 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑥 − 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑦 

4. 𝑙𝑜𝑔
𝑎
𝑥𝑛 = 𝑛 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑥         , ∀𝑛 ∈ 𝑅 

5. 𝑙𝑜𝑔
𝑎
𝑎 = 1       ,        𝑙𝑜𝑔

𝑎
1 = 0   

6. 𝑙𝑜𝑔
𝑎
√𝑥
𝑛

=
1

𝑛
𝑙𝑜𝑔
𝑎
𝑥          , ∀𝑛 ≠ 0 ∈ 𝑅 

 مغالطات قواعد اللوغاريتم:

1. 𝑙𝑜𝑔
𝑎
(𝑥𝑦) ≠ 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑥 . 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑦 
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2. 𝑙𝑜𝑔

𝑎
(𝑥/𝑦) ≠ 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑥 / 𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑦 

4. 𝑙𝑜𝑔
𝑎
𝑥𝑛 ≠ (𝑙𝑜𝑔

𝑎
𝑥)
𝑛

 

𝑙𝑜𝑔اذا كان  ملاحظة// 𝑥  10يساوي  أساسهفهذا يعني ان  أساسبدون. 

Ex:- calculate the following: 

1)  𝑙𝑜𝑔
4
2 + 𝑙𝑜𝑔

4
32 

=  𝑙𝑜𝑔
4
(2 × 32) = 𝑙𝑜𝑔

4
64 = 𝑙𝑜𝑔

4
43 = 3 𝑙𝑜𝑔

4
4 = 3 × 1 = 3  

2)  𝑙𝑜𝑔
2
80 − 𝑙𝑜𝑔

2
5 

=  𝑙𝑜𝑔
2
(
80

5
) = 𝑙𝑜𝑔

2
16 = 𝑙𝑜𝑔

2
24 = 4 𝑙𝑜𝑔

2
2 = 4 × 1 = 4   

3)  −
1

3
 log 8 

= log 8
−1

3 = log
1

8
1
3

= log
1

√8
3 = log

1

2
  

 -اللوغاريتم العشري:

𝑙𝑜𝑔ان  أي يكتب وهو ل  10يساوي  أساسههو اللوغاريتم الذي يكون 
10
𝑥 = 𝑙𝑜𝑔 𝑥. 

𝑙𝑜𝑔                                                                                                -مثلا: 10 = 1                 

𝑙𝑜𝑔 10 0 = 2  

  -:اللوغاريتم الطبيعي
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ويرمز للوغاريتم الطبيعي بالرمز  e=2.7حيث ان  eعدد ثابت نرمز له  أساسههو اللوغاريتم الذي 

𝑙𝑛 𝑥 حيث ان ،𝑙𝑜𝑔
𝑒
𝑥 = 𝑙𝑛𝑥. 

𝒍𝒐𝒈   -:الأساسقاعدة تبديل 
𝟏𝟎
𝒙 =

𝒍𝒏𝒙

𝒍𝒏𝒂
𝒍𝒐𝒈او               

𝟏𝟎
𝒙 =

𝒍𝒐𝒈𝒙

𝒍𝒐𝒈𝒂
 

 ساسات.لتي تحتوي على لوغاريتمات مختلفة الا تستخدم هذه القاعدة لحل المعادلت ا ملاحظة//

 -حل المعادلات اللوغاريتمية:

Ex:- solve the following: 

1) 𝑙𝑜𝑔
2
(𝑥 + 2) = 5 

𝑥 + 2 = 25  ⟹ 𝑥 + 2 = 32 ⟹ 𝑥 = 30  

2)  𝑙𝑜𝑔
2
(25 − 𝑥) = 3 

25 − 𝑥 = 23  ⟹ 25 − 𝑥 = 8 ⟹ 𝑥 = 17  

 3) 4 + 3 𝑙𝑜𝑔(2𝑥) = 16          𝐻.𝑊 

 

 الاختبار البعدي:

𝑝𝑟𝑜𝑣𝑒 𝑡ℎ𝑎𝑡  𝑙𝑜𝑔(𝑥 + 2) + 𝑙𝑜𝑔(𝑥 − 1) = 1   
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 الاختبار القبلي:

calculate the following: 𝑙𝑜𝑔
4
2 + 𝑙𝑜𝑔

4
32                     p:20 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑠𝑖𝑛 𝜃 =
المقابل

الوتر
=
𝑦

1
⟹ 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 𝑦  

𝑐𝑜𝑠 𝜃 =
المجاور 

الوتر
=
𝑥

1
⟹ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 𝑥  

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =
المقابل

المجاور 
=

𝑠𝑖𝑛 𝜃

𝑐𝑜𝑠 𝜃
=
𝑦

𝑥
  

 

𝑦 

𝑥 

x𝜽
𝑥

𝑦
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 جدول النسب المثلثية للزوايا الخاصة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 30° =
𝜋

6
 60° =

𝜋

3
 45° =

𝜋

4
 

𝑠𝑖𝑛 
1

2
 

√3

2
 

1

√2
 

𝑐𝑜𝑠 √3

2
 

1

2
 

1

√2
 

𝑡𝑎𝑛 
1

√3
 √3 1 

 0° 90° =
𝜋

2
 180° = π 270° =

3𝜋

2
 360° = 2π 

𝑠𝑖𝑛 0 1 0 −1 0 

𝑐𝑜𝑠 1 0 −1 0 1 

𝑡𝑎𝑛 0 ∞ 0 ∞ 0 
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𝑐𝑠𝑐 𝜃 =
1

𝑠𝑖𝑛 𝜃
                                           𝑠𝑒𝑐 𝜃 =

1

𝑐𝑜𝑠 𝜃
  

𝑐𝑜𝑡 𝜃 =
𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑠𝑖𝑛 𝜃
𝑐𝑜𝑡او                                              𝜃 =

1

𝑡𝑎𝑛𝜃
 

 

 جدا مهمة قوانين

𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽=𝟏−𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽                     𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽=𝟏−𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽⏞                      
𝒔𝒊𝒏𝟐𝜽+𝒄𝒐𝒔𝟐𝜽=𝟏

  

 

𝒕𝒂𝒏𝟐𝜽 + 𝟏 = 𝒔𝒆𝒄𝟐                                              𝟏 + 𝒄𝒐𝒕𝟐𝜽 = 𝒄𝒔𝒄𝟐𝜽 

 قوانين ضعف الزاوية

𝒔𝒊𝒏 𝟐𝒙 = 𝟐𝒔𝒊𝒏𝒙 𝒄𝒐𝒔 𝒙  

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = 𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙 − 𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 

𝒄𝒐𝒔 𝟐𝒙 = 𝟐𝒄𝒐𝒔𝟐 𝒙 − 𝟏 

𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙 = 𝟏 − 𝟐𝒔𝒊𝒏𝟐 𝒙 

𝒕𝒂𝒏𝟐𝒙 =
𝟐 𝒕𝒂𝒏𝒙

𝟏−𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒙
)بشرط المقام لايساوي صفر(                              

 

 قوانين نصف الزاوية

 𝒔𝒊𝒏(𝒙) = √
𝟏−𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝟐
                                             𝒄𝒐𝒔(𝒙) = √

𝟏+𝒄𝒐𝒔𝟐𝒙

𝟐
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 الاختبار البعدي:

 الذهبية؟ . اكتب قانون القاعدة1

 . اكتب جدول النسب المثلثية؟2

 اكتب قوانين نصف الزاوية؟. 3

 . اكتب قوانين ضعف الزاوية؟ 4

P:27,28 
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 Limit       ةـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــايـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــالغ

 الاختبار القبلي:

calculate the following: 𝑙𝑜𝑔
2

80 − 𝑙𝑜𝑔
2

5            p: 24 

  𝑓(𝑥)هي غاية الدالة  𝑐نسمي  𝑐تقترب من  𝑓(𝑥)وكانت قيمة الدالة  𝑎تقترب من  𝑥اذا كانت 

 . 𝑎عندما تقترب من 

𝒍𝒊𝒎أي ان:                                      
𝒙→𝒂

𝒇(𝒙) = 𝒄 

 -مبرهنات الغاية:

𝑙𝑖𝑚تساوي الثابت نفسه       غاية الثابت. 1
𝑥→𝑎

𝑐 = 𝑐. 

𝑙𝑖𝑚)كثيرة الحدود تساوي التعويض(       متعددة الحدودغاية الدالة . 2
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎). 

  -غاية الدالة الكسرية: .3

اذا كان تعويض نقطة الاقتراب يجعل المقام لا يساوي صفر فان الغاية هي تعويض  الحالة الأولى/

 مباشر.

تبسيط الكسر بإحدى طرق الحالة الثانية/ اذا كان التعويض يجعل المقام يساوي صفر يجب 

لعامل المشترك( حسب السؤال ثم ا -لتجربةا-ق مكعبينمجموع او فر  -التحليل )فرق بين مربعين

 التعويض.

 -غاية الدالة الجذرية:. 4

الحالة الأولى/ الغاية تساوي التعويض المباشر اذا كان تعويض نقطة الاقتراب يجعل داخل الجذر  

 صفر.من الاكبر او يساوي 
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يجب تبسيط )سالب( صفر من ال اصغر الة الثانية/ اذا كان التعويض يجعل المقدار داخل الجذر الح

 ثم التعويض. المقدار 

Ex:- find 

1.  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

(3𝑥2 + 6𝑥 + 8) 

= 3(−1)2 + 6(−1) + 8 = 5   

    

2.      𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

(2𝑥 + 16) = 2(2) + 16 = 20 

 

3.      𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

√3𝑥 + 6 = √3(1) + 6 = 3 

 

4.    𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

√2𝑥2 + 8𝑥 + 10 = √2(−1)2 + 8(−1) + 10 = 2 

 

5.     𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥4+1

𝑥+1
=

14+1

1+1
= 2 

 

6.       𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥2+3

𝑥+3
=

32+3

3+3
= 2 

 

7.        𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥2−1

𝑥−1
 التعويض المباشر يجعل المقام يساوي صفر                                       
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= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(𝑥−1)(𝑥+1)

𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1
(𝑥 + 1) = 2  

8.       𝑙𝑖𝑚
𝑥→−5

𝑥2−25

𝑥+5
 التعويض المباشر يجعل المقام يساوي صفر                                       

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−5

(𝑥−5)(𝑥+5)

𝑥+5
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−5
(𝑥 − 5) = −10  

 

9.     𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

𝑥4−16

𝑥−2
لمقام يساوي صفرالتعويض المباشر يجعل ا                                         

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

(𝑥2−4)(𝑥2+4)

𝑥−2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2

(𝑥−2)(𝑥+2)(𝑥2+4)

𝑥−2
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→2
(𝑥 + 2)(𝑥2 + 4) = 32  

   

 10.    𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

𝑥3+27

(𝑥+3)(𝑥+2)
 التعويض المباشر يجعل المقام يساوي صفر                                       

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→−3

(𝑥+3)(𝑥2−3𝑥+9)

(𝑥+3)(𝑥+2)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→−3

(𝑥2−3𝑥+9)

(𝑥+2)
= −27   

 

11.      𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

√𝑥−1

𝑥−1
 التعويض المباشر يجعل المقام يساوي صفر                                       

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

√𝑥−1

(√𝑥−1)(√𝑥+1)
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

1

√𝑥+1
=

1

2
       

 

12.     𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

𝑥2−1

√𝑥−1
 التعويض المباشر يجعل المقام يساوي صفر                                      

= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(𝑥−1)(𝑥+1)

√𝑥−1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→1

(√𝑥−1)(√𝑥+1)(𝑥+1)

√𝑥−1
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= 𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

(√𝑥 + 1)(𝑥 + 1) = 4   

 -غاية الدوال المثلثية:

1.   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
= 1 

2.   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥 = 1 

3.   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑡𝑎𝑛 𝑥

𝑥
= 1 

4.  𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑐𝑜𝑠 𝑥−1

𝑥
= 1 

 Ex:-  find: 

1.    𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

2𝑥2−𝑥
=  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥(2𝑥−1)
=  𝑙𝑖𝑚

𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

𝑥
.

1

(2𝑥−1)
= 1 ×

1

(2(0)−1)
= −1 

 

2.   𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 5𝑥

3𝑥
=

1

3
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 5𝑥

𝑥
=

𝟓

3
𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 5𝑥

𝟓𝑥
=

5

3
  

 الاختبار البعدي:

find 

1.  𝑙𝑖𝑚
𝑥→−1

(3𝑥2 + 6𝑥 + 8) 

2.      𝑙𝑖𝑚
𝑥→2

(2𝑥 + 16) 

3.      𝑙𝑖𝑚
𝑥→1

√3𝑥 + 6                                     p: 33 
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 Derivatives       المشتقة

 الاختبار القبلي:

find:     𝑙𝑖𝑚
𝑥→0

𝑠𝑖𝑛 𝑥

2𝑥2−𝑥
                      p: 33 

𝑦اذا كانت  = 𝑓(𝑥)  دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير𝑥  فان رمز المشتقة لها هو(𝑦′,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

,′′𝑦)ورمز المشتقة الثانية هو 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2). 

𝒇(𝒙)               مشتقة الثابت = صفر. القاعدة الأولى:: = 𝒄 ⟹ 𝒇′(𝒙) = 𝟎   

: ingwfind the derivatives of each of the follo -Ex: 

     1) 𝑓(𝑥) = 5,        2)𝑓(𝑥) = √10,     3) 𝑓(𝑥) =
5

4
,        4) 𝑓(𝑥) = −2      

𝑓(𝑥) (1                                  الحل//                               = 5          ⟹ 𝑓′(𝑥) = 0         

2)𝑓(𝑥) = √10       ⟹ 𝑓′(𝑥) = 0  

3) 𝑓(𝑥) =
5

4
           ⟹ 𝑓′(𝑥) = 0  

4) 𝑓(𝑥) = −2       ⟹ 𝑓′(𝑥) = 0  

𝒏مرفوعة للقوى  𝒙مضروب في  𝒏= الاس  𝒏مرفوعة للقوى  𝒙مشتقة  القاعدة الثانية:: − 𝟏 

𝒇(𝒙) = 𝒙𝒏     ⟹       𝒇′(𝒙) = 𝒏𝒙𝒏−𝟏
 

: ingwfind the derivatives of each of the follo -Ex: 

 تساوي واحد 𝑥ملاحظة// مشتقة 
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1) 𝑓(𝑥) = 𝑥4,                            2) 𝑓(𝑥) = 𝑥7,                          3) 𝑓(𝑥) = 𝑥−5 ,  

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥−2,                         5) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 5⁄                           6) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 2⁄ ,  

 7) 𝑓(𝑥) = 𝑥−5 4⁄ ,                     8) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥5 ,                           9) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥3 

   1) 𝑓(𝑥) = 𝑥4  ⟹ 𝑓′(𝑥) = 4𝑥4−1 = 4𝑥3                                                   

2) 𝑓(𝑥) = 𝑥7  ⟹ 𝑓′(𝑥) = 7𝑥7−1 = 7𝑥6  

3) 𝑓(𝑥) = 𝑥−5  ⟹ 𝑓′(𝑥) = −5𝑥−5−1 = −5𝑥−6  

4) 𝑓(𝑥) = 𝑥−2  ⟹ 𝑓′(𝑥) = −2𝑥−2−1 = −2𝑥−3  

5) 𝑓(𝑥) = 𝑥
3

5  ⟹ 𝑓′(𝑥) =
3

5
𝑥

3

5
−1  

𝑓′(𝑥) =
3

5
𝑥

−2

5    ⇒ 𝑓′(𝑥) =
3

5𝑥2 5⁄   

6) 𝑓(𝑥) = 𝑥
3

2  ⟹ 𝑓′(𝑥) =
3

2
𝑥

1

2  

7) 𝑓(𝑥) = 𝑥
−5

4  ⟹ 𝑓′(𝑥) =
−5

4
𝑥

−9

4   

8) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥5 = 𝑓(𝑥) = 𝑥−5 ⟹ 𝑓′(𝑥) = −5𝑥−6 =
−5

𝑥6   

9) 𝑓(𝑥) =
1

𝑥3 = 𝑓(𝑥) = 𝑥−3 ⟹ 𝑓′(𝑥) = −3𝑥−3−1 = −3𝑥−4 =
−3

𝑥4   

 -طريقة تحويل الجذر الى اس:

√𝒂𝑛𝑚
= (𝒂)𝑛 𝑚⁄  

 

 الاس
 دليل الجذر

 الاساس
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 المشتقة ثم نرجع الدالة الى اصلها )دالة جذرية(.لايجاد مشتقة دالة جذرية نحول الدالة الاسية نجد  ملاحظة//

 

Ex:- find the derivatives of each of the following:  

1) 𝑦 = √𝑥3                         2) 𝑦 = √𝑥3                      3) 𝑦 =
1

√𝑥25                                     

1) 𝑦 = √𝑥3 ⟹ 𝑦 = 𝑥
1

3  

⟹ 𝑦′ =
1

3
𝑥

1−3

3 =
1

3
𝑥

−2

3 =
1

3𝑥2 3⁄   

 𝒙مضروب في  𝒏=الثابت مضروب في الاس  𝒏مرفوعة للقوى  𝒙مشتقة ثابت مضروب في  ::الثالثةالقاعدة 

𝒏مرفوعة للقوى  − 𝟏 

𝒇(𝒙) = 𝒄𝒙𝒏     ⟹       𝒇′(𝒙) = 𝒄𝒏𝒙𝒏−𝟏
 

: ingwfind the derivatives of each of the follo -Ex: 

1) 𝑓(𝑥) = 3𝑥2,                      2) 𝑓(𝑥) = 6𝑥4,                        3) 𝑓(𝑥) = 2𝑥−5 ,  

4) 𝑓(𝑥) = −3𝑥−2,                  5) 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 7⁄                        6) 𝑓(𝑥) = 4𝑥1 2⁄   

1) 𝑓(𝑥) = 3𝑥2  ⟹ 𝑓′(𝑥) = 6𝑥                                                   

2) 𝑓(𝑥) = 6𝑥4  ⟹ 𝑓′(𝑥) = 24𝑥3  

3) 𝑓(𝑥) = 2𝑥−5  ⟹ 𝑓′(𝑥) = −10𝑥−6  

4) 𝑓(𝑥) = −3𝑥−2  ⟹ 𝑓′(𝑥) = 6𝑥−3  
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5) 𝑓(𝑥) = 2𝑥
2

7  ⟹ 𝑓′(𝑥) =
4

7
𝑥

−5

7   

6) 𝑓(𝑥) = 4𝑥1 2⁄  ⟹ 𝑓′(𝑥) = 2𝑥−1 2⁄   

 مشتقة الثانية. ±حاصل جمع او طرح دالتين = مشتقة الأولى :: مشتقة الرابعةالقاعدة 

𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) ± 𝒉(𝒙)   ⟹       𝒇′(𝒙) = 𝒈′(𝒙) ± 𝒉′(𝒙)  

: ingwof the follofind the derivatives of each  -Ex: 

1) 𝑦 = 4𝑥2 − 2𝑥 + 1,                          2) 𝑦 =
4

𝑥5 − 2√𝑥 ,  

3) 𝑦 = 10 [
𝑥2

50
+

𝑥

9
−

1

3
]            4) 𝑦 =

3

2𝑥2 +
5𝑥2

3
−

7𝑥

5
−

1

6
  

1) 𝑦 = 4𝑥2 − 2𝑥 + 1 ⟹   𝑦′ = 8𝑥 − 2  

2) 𝑦 =
4

𝑥5 − 2√𝑥 = 4𝑥−5 − 2𝑥1 2⁄     ⟹ 𝑦′ = −20𝑥−6 −
2

2
𝑥

−1

2 =
−20

𝑥6 −
1

√𝑥
  

3) 𝑦 = 10 [
𝑥2

50
+

𝑥

9
−

1

3
] ⟹    𝑦′ = 10 [

2𝑥

50
+

1

9
] =

2𝑥

5
+

10

9
  

4) 𝑦 =
3

2𝑥2 +
5𝑥2

3
−

7𝑥

5
−

1

6
=

3𝑥−2

2
+

5𝑥2

3
−

7𝑥

5
−

1

6
  

𝑦′ =
−6𝑥−3

2
+

10𝑥

3
−

7

5
=

−3

𝑥3 +
10𝑥

3
−

7

5
  

 مشتقة الاولى.×الثانية +مشتقة الثانية  ×حاصل ضرب دالتين =الاولى:: مشتقة الخامسةالقاعدة 

𝒇(𝒙) = 𝒈(𝒙) × 𝒉(𝒙)   ⟹   𝒇′(𝒙) = 𝒈(𝒙) × 𝒉′(𝒙) + 𝒉(𝒙)𝒈′(𝒙)  

: ingwfind the derivatives of each of the follo -Ex: 
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1) 𝑓(𝑥) = (2𝑥)(𝑥3 + 1),                      2) 𝑓(𝑥) = (3 − 2𝑥 − 𝑥5)(2𝑥7 + 5)  

3) 𝑓(𝑥) = √𝑥(𝑥 + 2)  

1) 𝑓(𝑥) = (2𝑥)(𝑥3 + 1) ⟹ 𝑓′(𝑥) = (2𝑥)(3𝑥2) + (𝑥3 + 1)(2)  

2) 𝑓(𝑥) = (3 − 2𝑥 − 𝑥5)(2𝑥7 + 5)  

⟹ 𝑓′(𝑥) = (3 − 2𝑥 − 𝑥5)(14𝑥6) + (2𝑥7 + 5)(−2 − 5𝑥4)  

3) 𝑓(𝑥) = √𝑥(𝑥 + 2)   ⟹ 𝑓(𝑥) = 𝑥1 2⁄ (𝑥 + 2)  

⟹ 𝑓′(𝑥) = 𝑥1 2⁄ (1) + (𝑥 + 2) (
1

2
𝑥−1 2⁄ )  

⟹ 𝑓′(𝑥) = √𝑥 + (𝑥 + 2) (
1

2𝑥1 2⁄ )  

⟹ 𝑓′(𝑥) = √𝑥 +
𝑥+2

2√𝑥
  

Ex:- find 𝒇′(𝒙)   when 𝑥 = 2  such that 𝒇(𝒙) = (𝟒 − 𝒙)(𝒙𝟐 + 𝟑). 

𝒇′(𝒙) = (𝟒 − 𝒙)(𝟐𝒙) + (𝒙𝟐 + 𝟑)(−𝟏)  

𝒇′(𝟐) = (𝟒 − 𝟐)(𝟐(𝟐)) + (𝟐𝟐 + 𝟑)(−𝟏) = (𝟐)(𝟒) + (𝟕)(−𝟏) = 𝟖 − 𝟕 = 𝟏  

= دالتينحاصل قسمة :: مشتقة السادسةالقاعدة 
مشتقة المقام×البسط −مشتقة البسط ×المقام

(المقام)
𝟐 

𝒇(𝒙) =
𝒈(𝒙) 

𝒉(𝒙)
 ⟹     𝒇′(𝒙) =

𝒉(𝒙) × 𝒈′(𝒙) − 𝒈(𝒙)𝒉′(𝒙)

(𝒉(𝒙))𝟐
 

: find the derivatives of each of the folloing -Ex: 
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1) 𝑓(𝑥) =
2𝑥3

𝑥+1
,              2) 𝑓(𝑥) =

𝑥2+2

𝑥3 .      𝑓′(1)  

1) 𝑓(𝑥) =
2𝑥3

𝑥+1
 ⟹ 𝑓′(𝑥) =

(𝑥+1)(6𝑥2)−(2𝑥3)(1)

(𝑥+1)2 =
6𝑥3+6𝑥2−2𝑥3

(𝑥+1)2 =
4𝑥3−2𝑥2

(𝑥+1)2   

2) 𝑓(𝑥) =
𝑥2+2

𝑥3  ⟹ 𝑓′(𝑥) =
(𝑥3)(2𝑥)−(𝑥2+2)(3𝑥2)

(𝑥3)2   

⟹ 𝑓′(1) =
(13)(2(1))−(12+2)(3(1)2)

(13)2 =
−7

1
= −7  

 :𝒏قوس مرفوع اس :: مشتقة السابعةالقاعدة 

𝒇(𝒙) = (𝒈(𝒙))𝒏 ⟹    𝒇′(𝒙) = 𝒏(𝒈(𝒙))
𝒏

(𝒈′(𝒙)) 

: find the derivatives of each of the folloing -Ex: 

1) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 2𝑥 − 4)5     2) 𝑓(𝑥) = √𝑥3 + 4         3) 𝑓(𝑥) = (
𝑥

𝑥+1
)

4
  

 الحل// 

1) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 2𝑥 − 4)5  

⟹ 𝑓′(𝑥) = 5(𝑥2 + 2𝑥 − 4)4(2𝑥 + 2) = (10𝑥 + 10)(𝑥2 + 2𝑥 − 4)4  

2) 𝑓(𝑥) = √𝑥3 + 4 = (𝑥3 + 4)1 2⁄  

⟹ 𝑓′(𝑥) =
1

2
(𝑥3 + 4)−1 2⁄ (3𝑥2) =

3𝑥2

2(𝑥3+4)1 2⁄ =
3𝑥2

2√(𝑥3+4)
  

3) 𝑓(𝑥) = (
𝑥

𝑥+1
)

4
⟹ 𝑓′(𝑥) = 4 (

𝑥

𝑥+1
)

3
(

(𝑥+1)(1)−𝑥(1)

(𝑥+1)2 )  

= 4 (
𝑥+1−𝑥

(𝑥+1)2) (
𝑥

𝑥+1
)

3
= 4 (

1

(𝑥+1)2) (
𝑥

𝑥+1
)

3
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 الاختبار البعدي:

find the derivatives of each of the folloing:  

1) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 2𝑥 − 4)5     2) 𝑓(𝑥) = √𝑥3 + 4         3) 𝑓(𝑥) = (
𝑥

𝑥+1
)

4
   p:39 

 قاعدة السلسلة:

 الاختبار القبلي:

find the derivatives of each of the following:  

1) 𝑓(𝑥) = 𝑥4,       2) 𝑓(𝑥) = 𝑥7,     3) 𝑓(𝑥) = 𝑥−5        p:35          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦        اذا كانت = 𝑓(𝑛) 

𝑛          و كانت = 𝑔(𝑥) 

  -:حيث

𝑦 = 𝑓(𝑛) ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑛
 

𝑛 = 𝑔(𝑥) ⟹
𝑑𝑛

𝑑𝑥
 

  -فان:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑛
×

𝑑𝑛

𝑑𝑥
 

عندما تكون المقامات مختلفة نستخدم 

 الضرب )قاعدة السلسة الاولى(.

𝑦        اذا كانت = 𝑓(𝑛) 

𝑥          و كانت = 𝑔(𝑛) 

  -:حيث

𝑦 = 𝑓(𝑛) ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑛
 

𝑛 = 𝑔(𝑥) ⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑛
 

  -فان:

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑛
÷

𝑑𝑥

𝑑𝑛
 

عندما تكون المقامات متشابهة نستخدم 

 القسمة )قاعدة السلسة الثانية(.
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Ex:- if  𝒚 = 𝟑𝒏𝟐 + 𝟓,        𝒏 = 𝟒𝒙 + 𝟑 find    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

 الحل//

𝒚 = 𝟑𝒏𝟐 + 𝟓 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑛
= 6𝑛  

𝒏 = 𝟒𝒙 + 𝟑 ⟹
𝑑𝑛

𝑑𝑥
= 4  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑛
×

𝑑𝑛

𝑑𝑥
= (6𝑛)(4) = 24𝑛  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 24(4𝑥 + 3) = 96𝑥 + 72  

Ex:- if  𝒚 = 𝒏𝟐 + 𝟑𝒏 + 𝟐,        𝒏 = 𝟐𝒙 + 𝟏 find   
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 when  𝑥 = 2: 

 الحل//

𝒚 = 𝒏𝟐 + 𝟑𝒏 + 𝟐 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑛
= 2𝑛 + 3  

𝒏 = 𝟐𝒙 + 𝟏 ⟹
𝑑𝑛

𝑑𝑥
= 2  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑛
×

𝑑𝑛

𝑑𝑥
= (2𝑛 + 3)(2) = 4𝑛 + 6  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4(2𝑥 + 1) + 6 = 8𝑥 + 4 + 6  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 8𝑥 + 10  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 8(2) + 10 = 26  

Ex:- if   𝒚 = 𝟐 𝒏 + 𝟓,        𝒙 = 𝟑𝒏 − 𝟒 find   
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

 الحل//

𝒚 = 𝟐 𝒏 + 𝟓 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑛
= 2  

𝒏نعوض  = 𝟒𝒙 + 𝟑 

𝒏نعوض  = 𝟐𝒙 + 𝟏 

𝒙نعوض  = 𝟐 
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𝒙 = 𝟑𝒏 − 𝟒 ⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑛
= 3  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑛
÷

𝑑𝑥

𝑑𝑛
=

2

3
  

Ex:-  if  𝒚 = 𝟓𝒏 + 𝟒,        𝒙 = 𝟑𝒏 + 𝟏 find   
𝒅𝒚

𝒅𝒙
   when   𝑛 = 1: 

𝒚 = 𝟓𝒏 + 𝟒 ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑛
= 5  

𝒙 = 𝟑𝒏 + 𝟏 ⟹
𝑑𝑥

𝑑𝑛
= 3  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑛
÷

𝑑𝑥

𝑑𝑛
=

5

3
  

 الاختبار البعدي:

if  𝒚 = 𝟑𝒏𝟐 + 𝟓,        𝒏 = 𝟒𝒙 + 𝟑 find    
𝒅𝒚

𝒅𝒙
                    p:41 

 



 

 (6محاضزة رقم )

 مشتقاث الدوال المثلثٍت او الدائزٌت:-

 

 للحفظ مهم جدا  

 

2

2

s in c o s

c o s s in

ta n s e c

c o t c s c

s e c s e c * ta n

c s c c s c * c o t

y x y x

y x y x

y x y x

y x y x

y x y x x

y x y x x

  

   

  

   

  

   

 

 

 عندما نشتق أي دالت مثلثٍت نضزب فً مشتقت الزاوٌت. -:(1ملاحظت )

 

 الدوال. هاو القىس المزفىع الى اس تنطبق على هذقىاعد حاصل ضزب دالتٍن او حاصل قسمت دالتٍن  -:(2ملاحظت)

 

-Examples : 

 

Find  y   for the next function. 

 

2 2 2

2 2

5 3 4 3 3 2

2 4 3 3

1) s in 5 c o s 5 * 5

5 * c o s 5

2 ) c o s 4 s in 4 * 4

4 * s in 4

3 ) ta n s e c * 2

2 * s e c

4 ) s in ( 2 x 1) 5 * s in ( 2 x 1) * c o s ( 2 x 1) * (3 x 2 )

(1 5 x 1 0 ) * s in ( 2 x 1) * c o s ( 2 x 1)

y x y x

y x

y x y x

y x

y x y x x

y x x

y x y x x

y x x

  

 

   

  

  

 

         

      

  



 

2

2

2

2 2 2 2 2

2 2 2

3 3

3 2

5 ) s in (7 4 1)

c o s (7 4 1) * (1 4 x 4 )

(1 4 x 4 ) * c o s (7 4 1)

6 ) ta n ( 3 ) 2 * ta n ( 3 ) * s e c ( 3 ) * ( 2 x 3)

( 4 6 ) * ta n ( 3 ) * s e c ( 3 )

1
7 ) s in c o s *

3 *

y x x

y x x

y x x

y x x y x x x x

y x x x x x

y x y x

x

  

    

    

      

    

  

  

   

2 2

3

2

2 2

2 2 2 2

2

8 ) s in 3 * c o s 3

s in 3 * s in 3 * 3 c o s 3 * c o s 3 * 3

3 s in 3 3 c o s 3

1
9 ) s in s in

3

1
c o s * 3 * s in * c o s * (1)

3

c o s s in * c o s c o s [1 s in ]

w h e re : [s in c o s 1] [c o s 1 s in ] ( )

c o s * c o s

y x x

y x x x x

y x x

y x x

y x x x

y x x x y x x

x x x x law

y x x



   

   

 

  

     

    

  
3

c o sy x

  

3

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

4

1
1 0 ) ta n ta n

3

1
s e c * 3 * ta n * s e c * (1)

3

s e c ta n * s e c

s e c [1 ta n ] s e c * s e c

s e c

y x x

y x x x

y x x x

y x x y x x

y x

 

  

  

    

 

  



 

 مشتقاث الدوال اللىغارٌتمٍت:-

 -تعريفها:

1
ln *

1
lo g *

ln
b

y u y u
u

y u y u
b u

   

   
  

dامثلة جد  y
y

d x
  :اذا كان- 

2

2 2

2

2

3

1 2
1) ln ( 3 ) * 2

( 3 ) ( 3 )

1 s e c
2 ) ln ( ta n ) * s e c

( ta n ) ( ta n )

1 1
3 ) lo g s in * c o s c o t

ln 3 s in ln 3

4 ) ln (s in * c o s ) ln s in ln c o s

1 1 c o s s in
* c o s * s in

s in c o s s in c o

x
y x y x y

x x

x
y x y x y

x x

y x y x y x
x

y x x y x x

x x
y x x y

x x x

      
 

     

     

   

      

1

3 2 2 23

2 2

s

c o t ta n

1
5 ) ln 4 5 ln ( 4 5 ) ln ( 4 5 )

3

1 1 8 5
y * * 8 5 y

3 ( 4 5 ) 3 ( 4 5 )

x

y x x

y x x y x x y x x

x
x

x x x x

  

       


    

 

  

 

 

 

 

 



 

 
 مشتقاث الدوال الاسٍت:-

 

هً نفسها ضزب مشتقت الاس.  -:تعزٌفها    

*
u u

y e y e u      

 

Examples:- 

1 1

2 2

1

2

5 5 5

1

2

1

2

ln ln ln

4 4 4 4 4

1) * 1

2 ) * 5 5 *

1
3) *

2

1 1
* *

2
2

1 1
4 ) * ( * * 1 ln x * 1) ( ln x )

5 ) s e c (e ) s e c (e ) ta n (e ) * 4 4 * s e c (e ) ta n (e

x x x

x x x

x x x

x x

x x x x x x

x x x x x

y e y e y e

y e y e y e

y e y e y e x

y e y e

x
x

y e y e x y e
x x

y y



     

     

     

   

       

     )

  

 

 

 (lnعلى قىاعد ) ملاحظاث مهمت جدا

1) ln ln ln

2 ) y ln ( . ) ln ln

3 ) ln ln
n

a
y y a b

b

a b y a b

y x y n x

   

   

  
  

 



 

 (7محاضرة رقم )

 

 -على المشتقت: الفسيائيتالتطبيقاث 

Physical Applications on Derivatives:- 

 

1- displacement:- الازاحت p(t)     [m,cm,km] 

distance:- المسافت  

------------------------------------------------------------------ 

2- velocity or speed سرعت ال  v(t)   [m/s or m/min or km/h] 

------------------------------------------------------------------- 

3- acceleration التعجيل a(t)  
2 2 2

[ / / m in / ]m s o r m o r k m h   

 

 -:مشتقت الازاحت تعطي سرعت ومشتقت السرعت تعطي التعجيل -:حةت مممت دااملا

 .مشتقت الازاحت  -السرعت :

 مشتقت للسرعت. -التعجيل :

 

 

 

 

 



 

Example (1):- A moving body   on a straight line according to the 

rule 
3 21

( ) 2 3 5
3

p t t t t      

Where the displacement p(t) is in meters; 

Time(t) in seconds; 

Find speed v(t)? when acceleration a(t) equals zero 

Solution :- 

3 2

( ) ( )

1
( ) 2 3 5

3

1
( )

3

v t p t

p t t t t

v t



   

 * 3
2

2

2

2

2

4 3

( ) 4 3 ( )

a ( t) ( )

( ) 4 3

a ( t) 2 4

( ) 0

4
2 4 0 2 4 2

2

2 se c

( ) 4 3

( 2 ) ( 2 ) 4 ( 2 ) 3

( 2 ) 4 8 3

( 2 ) 4 5 1 / s e c

t t

v t t t s p e e d

v t

v t t t

t

a t

t t t

t

v t t t

v

v

v m

 

  



  

 

 

      



  

  

  

   
  

 



 

Example (2):- Let V (t) speed A moving body on line straight 

according to the rule 
2

( ) 3 6 9v t t t     

Find 1- the velocity at t=2sec. 

         2- the velocity at acceleration equal zero. 

Solution:- 

2

2

( ) 3 6 9

: ( 2 )

( 2 ) 3 ( 2 ) 6 ( 2 ) 9

( 2 ) 1 2

v t t t

w h e n t

v

v

  

 

  

 1 2

2

2

2

9 9 / s e c

a ( t) v ( t)

( ) 3 6 9

a ( t) 6 6

( ) 0

6 6 0 6 6 1

( ) 3 6 9

(1) 3 (1) 6 (1) 9

3 6 9

3 3 6 / s e c

c m

v t t t

t

a t

t t t

v t t t

v

c m

 



  

 



     

  

  

  

  

  

 

 

 

 



 

 Example (3):-  Let V (t) cm/sec speed a moving body on line 

straight According to the rule  

3 2
( ) 5v t t t     

Find the velocity? when the acceleration equal 
2

8 / s e ccm   

Solution:- 

3 2

2

2

2

( ) 5 ( )

( ) ( t )

a ( t) 3 t 2

( ) 8

3 t 2 8

3 t 2 8 0

(3 t 4 )( t 2 ) 0

4
(3 4 ) 0 3 4

3

v t t t v e lo c i ty

a t v

t

a t

t

t

t t t

  



 



  

   

   

        

3 2

3 2

( 2 ) 0 2

( 2 ) 5

( 2 ) ( 2 ) ( 2 ) 5

8 4 5

9 / s e c

t t

v t t

v

c m

    

  

  

  


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 integration       لـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــكامــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــتلا

 الاختبار القبلي:

if  𝒚 = 𝟓𝒏 + 𝟒,        𝒙 = 𝟑𝒏 + 𝟏 find   
𝒅𝒚

𝒅𝒙
   when   𝑛 = 1:                 p: 42 

 عملية عكسية لعملية الاشتقاق، وهناك نوعان من التكامل:هو 

 

 

 

 

هي مشتقتها فان العملية العكسية  𝑓′(𝑥)دالة قابلة للاشتقاق بحيث ان    𝑓(𝑥)اذا كانت الدالة 

 .∫لها تسمى التكامل ويرمز لها بالرمز 

 -التكامل غير المحدد:

∫ 𝒇′(𝒙) 𝒅𝒙 = 𝒇(𝒙) + 𝒄 

 -قواعد التكامل:

1) ∫ 𝑑𝑥 = 𝑥 + 𝑐 

2) ∫ 𝑥𝑑𝑥 =
𝑥2

2
+ 𝑐 

3) ∫ 𝑥𝑛𝑑𝑥 =
𝑥𝑛+1

𝑛 + 1
+ 𝑐 

التكامل

التكامل المحدد دالتكامل غير المحد
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4) ∫
𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
𝑑𝑥 = ln 𝑥 + 𝑐  

5) ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝑐  

6) ∫[𝑢(𝑥)]𝑛 𝑢′(𝑥)𝑑𝑥 =
[𝑢(𝑥)]𝑛+1

𝑛+1
+ 𝑐  

Ex:- find integration:- 

1) ∫ 𝑥2𝑑𝑥 =
𝑥2

3
+ 𝑐 

2) ∫ 3𝑥5𝑑𝑥 =
3𝑥6

6
+ 𝑐 =

𝑥6

2
+ 𝑐 

3) ∫ √𝑥3 𝑑𝑥 = ∫ 𝑥1 3⁄ 𝑑𝑥 =
3

4
. 𝑥4 3⁄ + 𝑐 

4) ∫(2𝑥2 + 5𝑥 + 3)𝑑𝑥 =
2

3
𝑥3 +

5

2
𝑥2 + 3𝑥 + 𝑐 

5) ∫(2√𝑥 − 3𝑥√𝑥)𝑑𝑥 = ∫(2𝑥1 2⁄ − 3𝑥𝑥1 2⁄ )𝑑𝑥

= ∫(2𝑥1 2⁄ − 3𝑥3 2⁄ )𝑑𝑥 = 2.
2

3
𝑥3 2⁄ − 3.

2

5
𝑥5 2⁄ + 𝑐

=
4

3
𝑥3 2⁄ −

6

5
𝑥5 2⁄ + 𝑐 

6) ∫
1

𝑥2
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥−2𝑑𝑥 = −𝑥−1 + 𝑐 =

−1

𝑥
+ 𝑐 

7) ∫(3𝑥 + 2)5𝑑𝑥 =
1

3
∫ 𝟑(3𝑥 + 2)5𝑑𝑥 =

1

3
.
1

6
(3𝑥 + 2)6 + 𝑐 

=
1

18
(3𝑥 + 2)6 + 𝑐  
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8) ∫
𝑥2

√𝑥3+1
𝑑𝑥 =

1

3
∫ 𝟑𝑥2(𝑥3 + 1)−1 2⁄ 𝑑𝑥 = (

1

3
)(2)(𝑥3 + 1)1/2 +

𝑐 =
2

3
√𝑥3 + 1 + 𝑐   

9) ∫
𝑥3+5𝑥2−4

𝑥2 𝑑𝑥 = ∫(𝑥 + 5 −
4

𝑥2)𝑑𝑥 =
𝑥2

2
+ 5𝑥 +

4

𝑥
+ 𝑐  

10) ∫
1

2𝑥+1
𝑑𝑥 =

𝟏

𝟐
∫

𝟐

2𝑥+1
𝑑𝑥 =

1

2
𝑙𝑛|2𝑥 + 1| + 𝑐  

11) ∫
𝑥2

1−2𝑥3 𝑑𝑥 =
−𝟏

𝟔
∫

−𝟔

1−2𝑥3 𝑑𝑥 =
−1

6
𝑙𝑛|1 − 2𝑥3| + 𝑐  

12) ∫ 𝑥 𝑒3𝑥2
𝑑𝑥 =

𝟏

𝟔
∫ 𝟔 𝑥 𝑒3𝑥2

𝑑𝑥 = 𝑒3𝑥2
+ 𝑐  

 الاختبار البعدي:

find integration:- 

1) ∫ 𝑥 𝑒3𝑥2
𝑑𝑥               2) ∫ 3𝑥5𝑑𝑥                3) ∫

1

2𝑥+1
𝑑𝑥                 p: 52 

 -تكامل الدوال المثلثية:

 الاختبار القبلي:

find integration:- 

1) ∫ 𝑥2𝑑𝑥                 2) ∫
𝑥2

1−2𝑥3 𝑑𝑥               3) ∫ √𝑥3 𝑑𝑥                 p: 53 

1) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑥 𝑑𝑥 = −𝑐𝑜𝑠𝑥 + 𝑐 

2) ∫ cos 𝑥  𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝑐 

3) ∫ sec2 𝑥   𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝑐 
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4) ∫ csc2 𝑥   𝑑𝑥 = − cot 𝑥 + 𝑐 

5) ∫ sec 𝑥 tan 𝑥  𝑑𝑥 = sec 𝑥 + 𝑐 

6) ∫ csc 𝑥 cot 𝑥  𝑑𝑥 = −csc 𝑥 + 𝑐 

Ex:- find integration 

1) ∫ sin 5𝑥  𝑑𝑥 =
𝟏

𝟓
∫ 𝟓 sin 5𝑥  𝑑𝑥 =

−1

5
cos 5𝑥 + 𝑐 

2) ∫ 𝑥2 cos 𝑥3  𝑑𝑥 =
𝟏

𝟑
∫ 𝟑 cos 𝑥3  𝑑𝑥 =

1

3
sin 𝑥3 + 𝑐 

3) ∫ sin2 𝑥 cos 𝑥  𝑑𝑥 = ∫(sin 𝑥)2 cos 𝑥  𝑑𝑥 =
1

3
(sin 𝑥)3 + 𝑐 

4) ∫ tan 5𝑥 sec 5𝑥  𝑑𝑥 =
𝟏

𝟓
∫ 𝟓 tan 5𝑥 sec 5𝑥  𝑑𝑥

=
1

5
sec 5𝑥 + 𝑐 

 

 -التكامل المحدد:

∫ 𝒇′(𝒙)

𝒃

𝒂

𝒅𝒙 = 𝒇(𝒙)]𝑏
𝑎

= 𝒇(𝒃) − 𝒇(𝒂) 

Ex:- find integration 
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1) ∫ 𝑥 𝑑𝑥

5

0

=
𝑥2

2
]

0

5

=
52 − 02

2
=

25

2
 

2) ∫ 𝑥3 𝑑𝑥

3

1

=
𝑥4

4
]

1

3

=
33 − 13

4
=

81 − 1

4
=

80

4
= 20 

 

 

ل ضرب مقدارين ولا يمكن اجراء تستخدم عندما يكون السؤال عبارة عن حاص -:u,vطريقة  -أولا:

 عملية التكامل لهما بشكل مباشر.

∫ 𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 − ∫ 𝒗𝒅𝒖 

 ونشتقه. u. نفرض المقدار الأول من التكامل يساوي 1

 ونكامله. dvيساوي  dxرض المقدار المتبقي مع . نف2

 في القانون اعله ونجري عملية التكامل. 2و 1. نعوض 3

طرق التكامل

لةالقسمة الطوي رطريقة تجزئة الكسو u,vطريقة 



 المعهد التقني // النجف// قسم المدني الاستاذة// م.م. نور حيدر علي الخفاجي   
 

56 

Ex:- find  integration 

1) ∫ 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙  𝒅𝒙 

𝒍𝒆𝒕 𝒖 = 𝒙 ⟹ 𝒅𝒖 = 𝒅𝒙 

𝒍𝒆𝒕 𝒅𝒗 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙  𝒅𝒙 ⟹ ∫ 𝒅𝒗 = ∫ 𝐬𝐢𝐧  𝒙 𝒅𝒙 ⟹ 𝒗 = − 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

∫ن نعوض الفرضيتين في القانون:  الا  𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 − ∫ 𝒗𝒅𝒖 

∫ 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙  𝒅𝒙 = 𝑥(− cos 𝑥) − ∫(− cos 𝑥)𝑑𝑥 

∫ 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙  𝒅𝒙 = −𝑥 cos 𝑥 + ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 

∫ 𝒙 𝒔𝒊𝒏 𝒙  𝒅𝒙 = −𝑥 cos 𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑐 

2) ∫ 𝒙𝒆𝒙 𝒅𝒙 

𝒍𝒆𝒕 𝒖 = 𝒙 ⟹ 𝒅𝒖 = 𝒅𝒙 

𝒍𝒆𝒕 𝒅𝒗 = 𝒆𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫ 𝒅𝒗 = ∫ 𝒆𝒙 𝒅𝒙 ⟹ 𝒗 = 𝒆𝒙  

∫ن نعوض الفرضيتين في القانون:  الا  𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 − ∫ 𝒗𝒅𝒖 

∫ 𝒙𝒆𝒙 𝒅𝒙 = 𝑥(𝑒𝑥) − ∫ 𝑒𝑥𝑑𝑥 

∫ 𝒙𝒆𝒙 𝒅𝒙 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐 
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3) ∫ 𝑥 𝑙𝑛 𝑥  𝑑𝑥 = ∫ 𝒍𝒏 𝒙    𝒙 𝒅𝒙  

𝒍𝒆𝒕 𝒖 = 𝒍𝒏 𝒙 ⟹ 𝒅𝒖 =
𝟏

𝒙
𝒅𝒙 

𝒍𝒆𝒕 𝒅𝒗 = 𝒙 𝒅𝒙 ⟹ ∫ 𝒅𝒗 = ∫ 𝒙 𝒅𝒙 ⟹ 𝒗 =
𝒙𝟐

𝟐
 

∫ن نعوض الفرضيتين في القانون:  الا  𝒖𝒅𝒗 = 𝒖𝒗 − ∫ 𝒗𝒅𝒖 

∫ 𝒍𝒏 𝒙    𝒙 𝒅𝒙 = 𝑙𝑛 𝑥 (
𝑥2

2
) − ∫ (

𝑥2

2
)

1

𝑥
𝑑𝑥 

∫ 𝒍𝒏 𝒙    𝒙 𝒅𝒙 =
𝑥2

2
𝑙𝑛 𝑥 −

1

2
∫ 𝑥 𝑑𝑥 

∫ 𝒍𝒏 𝒙    𝒙 𝒅𝒙 =
𝑥2

2
𝑙𝑛 𝑥 −

1

2
(

𝑥2

2
) + 𝑐 

∫ 𝒍𝒏 𝒙    𝒙 𝒅𝒙 =
𝑥2

2
𝑙𝑛 𝑥 −

𝑥2

4
+ 𝑐 

ة المقام، وان تكون درجة البسط اقل من درجتستخدم عندما  -:تجزئة الكسور طريقة -:ثانيا

 موجودة في البسط ولا يمكن توفيرها. ير مشتقة المقام غ

فرق  -تجربة  -. اذا لم يكون المقام عبارة عن حاصل ضرب اقواس فيجب ان يحلل )فرق بين مربعين 1

 او مجموع مكعبين(.

 . نجزئ الكسور ثم نجد المجاهيل.2

 . نعوض المجاهيل في السؤال ثم نجري عملية التكامل.3
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Ex:- find integration 

1) ∫
1

𝑥2 − 9
𝑑𝑥 = ∫

1

(𝑥 + 3)(𝑥 − 3)
𝑑𝑥 

= ∫ (
𝐴

𝑥 + 3
+

𝐵

𝑥 − 3
) 𝑑𝑥 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

= ∫ (

−1
6

𝑥 + 3
+

1
6

𝑥 − 3
) 𝑑𝑥 =

−1

6
∫

1

𝑥 + 3
𝑑𝑥 +

1

6
∫

1

𝑥 − 3
𝑑𝑥

=
−1

6
𝑙𝑛|𝑥 + 3| +

1

6
𝑙𝑛|𝑥 − 3| + 𝑐 

 نحلل المقام

 المقام نجزئ 

  A,Bنجد المجاهيل 

1

(𝑥 + 3)(𝑥 − 3)
=

𝐴

𝑥 + 3
+

𝐵

𝑥 − 3
=  

𝐴(𝑥 − 3) + 𝐵(𝑥 + 3)

(𝑥 + 3)(𝑥 − 3)

=
𝐴𝑥 − 3𝐴 + 𝐵𝑥 + 3𝐵

(𝑥 + 3)(𝑥 − 3)
=

(𝐴 + 𝐵)𝑥 + (−3𝐴 + 3𝐵)

(𝑥 + 3)(𝑥 − 3)
 

 

⟹ 𝐴 + 𝐵 = 0  , −3𝐴 + 3𝐵 = 1   

⟹ 𝐴 = −𝐵 … … … (1) , −3𝐴 + 3𝐵 = 1 … … … (2) 

 :2 في 1نعوض 

⟹  −3(−𝐵) + 3𝐵 = 1 ⟹ 3𝐵 + 3𝐵 = 1 ⟹ 6𝐵 = 1 ⟹ 𝐵 =
1

6
 

𝐵نعوض  =
1

6
A   :                                                                                     𝐴لإيجاد  1في  = −𝐵 ⟹ 𝐴 = −

1

6
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2) ∫
1

𝑥2 − 4
𝑑𝑥 = ∫

1

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
𝑑𝑥 

= ∫ (
𝐴

𝑥 + 2
+

𝐵

𝑥 − 2
) 𝑑𝑥 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

= ∫ (

−1
4

𝑥 + 2
+

1
4

𝑥 − 2
) 𝑑𝑥 =

−1

4
∫

1

𝑥 + 2
𝑑𝑥 +

1

4
∫

1

𝑥 − 2
𝑑𝑥

=
−1

4
𝑙𝑛|𝑥 + 2| +

−1

4
𝑙𝑛|𝑥 − 2| + 𝑐 

  A,Bنجد المجاهيل 

1

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
=

𝐴

𝑥 + 2
+

𝐵

𝑥 − 2
=  

𝐴(𝑥 − 2) + 𝐵(𝑥 + 2)

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)

=
𝐴𝑥 − 2𝐴 + 𝐵𝑥 + 2𝐵

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
=

(𝐴 + 𝐵)𝑥 + (−2𝐴 + 2𝐵)

(𝑥 + 2)(𝑥 − 2)
 

 

⟹ 𝐴 + 𝐵 = 0  , −2𝐴 + 2𝐵 = 1   

⟹ 𝐴 = −𝐵 … … … (1) , −2𝐴 + 2𝐵 = 1 … … … (2) 

 :2في  1نعوض 

⟹  −2(−𝐵) + 2𝐵 = 1 ⟹ 2𝐵 + 2𝐵 = 1 ⟹ 4𝐵 = 1 ⟹ 𝐵 =
1

4
 

𝐵نعوض  =
1

4
A   :                                                                                     𝐴لإيجاد  1في  = −𝐵 ⟹ 𝐴 = −

1

4
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 تكون درجة البسط اعلى من درجة المقام.تستخدم عندما  -:القسمة الطويلة -:ثالثا

Ex:- find integration ∫
𝑥3−5𝑥+1

𝑥+2
𝑑𝑥  

 

 

 

 

 

 

 

 

∫
𝑥3 − 5𝑥 + 1

𝑥 + 2
𝑑𝑥 = ∫(𝑥2 − 2𝑥 − 1 +

3

𝑥 + 2
)𝑑𝑥

= ∫(𝑥2 − 2𝑥 − 1) 𝑑𝑥 + ∫
3

𝑥 + 2
𝑑𝑥

=
𝑥3

3
− 𝑥2 − 𝑥 + 3𝑙𝑛|𝑥 + 2| + 𝑐 

 الاختبار البعدي:

find integration  ∫
1

𝑥2−9
𝑑𝑥         p:58,59 

 القسمة الطويلة:

𝑥3 − 5𝑥 + 1

𝑥 + 2
=  𝑥2 − 2𝑥 − 1 +

3

𝑥 + 2
 

 

 

∓𝑥3 ∓ 2𝑥2  

−2𝑥2 − 5𝑥 + 1 

±2𝑥2 ± 4𝑥     

−𝑥 + 1         

±𝒙 ± 𝟐        

3                

 

𝑥3 − 5𝑥 + 1 𝑥 + 2 

𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟏 
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 الحجوم الدورانية

 الاختبار القبلي:

find integration ∫
𝑥3−5𝑥+1

𝑥+2
𝑑𝑥                        p:60 

 

𝐲لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة  .1 = 𝐟(𝐱)   المستمرة

𝒙من  = 𝐚  الى𝒙 = 𝒃  ،نطبق لعلاقة الاتية:    حول محور السينات 

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒚𝟐 𝒅𝒙

𝒃

𝒂

 

 

𝒙لحساب حجم الشكل المتولد من دوران المنطقة المحددة بين منحني الدالة . 2 = 𝒇(𝒚)   المستمرة

𝒚من  = 𝒂  الى𝒚 = 𝒃 نطبق العلاقة الاتية:               ، لصاداتحول محور ا 

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒙𝟐𝒅𝒚
𝒃

𝒂

 

EX1\ The region defind between the  𝒚 = √𝒙  , 𝟎 ≤ 𝒙 ≤ 𝟒 and the x-axis 

rotates around the x-axis. Find its volume.  

 

Sol\     𝒂 = 𝟎, 𝒃 = 𝟒 

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒚𝟐
𝒃

𝒂

  𝒅𝒙 

𝑽 = 𝝅 ∫ (√𝒙 )
𝟐

𝟒

𝟎

 𝒅𝒙   
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  = 𝝅 ∫ 𝒙 𝒅𝒙
𝟒

𝟎

 

= 𝝅 [
𝒙𝟐

𝟐
]

𝟎

𝟒

= 𝝅 [
𝟒𝟐

𝟐
−

𝟎𝟐

𝟐
] 

= 𝟖𝝅 − 𝟎  

𝑽 = 𝟖𝝅  Cubic Unit 

EX2\ Find the volume resulting from rotating the area bounded by 

the parabola with equation 𝒚𝟐 = 𝟖𝒙 and the lines 𝒙 = 𝟎, 𝒙 = 𝟐 about 

the x-axis. 

Sol\  𝒂 = 𝟎, 𝒃 = 𝟐 

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒚𝟐
𝒃

𝒂

 𝒅𝒙 

= 𝝅 ∫ 𝟖𝒙
𝟐

𝟎

 𝒅𝒙    = 𝝅 [
𝟖𝒙𝟐

𝟐
]

𝟎

𝟐

 

= 𝝅[𝟒(𝟐)𝟐 − 𝟒(𝟎)𝟐] 

𝑽 = 𝟏𝟔𝝅          Cubic Unit 

EX3\ Find the volume resulting from rotating the area bounded by 

the parabola 𝒚 = 𝟒𝒙𝟐 and the lines 𝒚 = 𝟎, 𝒚 = 𝟏𝟔 about the y-axis. 

Sol\        𝒂 = 𝟎, 𝒃 = 𝟏𝟔                      

                   𝒙𝟐 =
𝒚

𝟒
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𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒙𝟐
𝒃

𝒂

 𝒅𝒚    = 𝝅 ∫
𝒚

𝟒
 𝒅𝒚

𝟏𝟔

𝟎

 

= 𝝅 [
𝒚𝟐

𝟖
]

𝟎

𝟏𝟔

 = 𝝅 (
𝟏𝟔𝟐

𝟖
−

𝟎𝟐

𝟖
) 

𝑽 = 𝝅(𝟑𝟐) 

𝑽 = 𝟑𝟐𝝅    (وحدة مكعبة) Cubic Unit 

EX4\ Find the volume resulting from rotating the area enclosed 

between the y-axis and the curve of the function 𝒚 =
𝟑

𝒙
 and the lines 

𝟏 ≤ 𝒚 ≤ 𝟑 a complete rotation about the y-axis. 

Sol\         𝒂 = 𝟏  , 𝒃 = 𝟑         

     𝒚 =
𝟑

𝒙
⟹        𝒙 =

𝟑

𝒚
  ⇒ 𝒙𝟐 =

𝟗

𝒚𝟐 

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒚
𝒃

𝒂

           𝑽 = 𝝅 ∫
𝟗

𝒚𝟐

𝟑

𝟏

 𝒅𝒚 

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝟗 𝒚−𝟐 
𝟑

𝟏

𝒅𝒚         

𝑽 = 𝟗𝝅 [
𝒚−𝟏

−𝟏
]

𝟏

𝟑

              𝑽 = −𝟗𝝅 [
𝟏

𝒚
]

𝟏

𝟑
 

𝑽 = −𝟗𝒚 [
𝟏

𝟑
− 𝟏] 

𝑽 = −𝟗𝒚 (
−𝟐

𝟑
) 

𝑽 = 𝟔𝝅    (وحدة مكعبة) Cubic Unit 
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EX5\ The region defined between the curves    𝟏 ≤ 𝒚 ≤ 𝟒       𝒙 =
𝟏

√𝒚
    

is rotated about the y-axis. Find its volume. 

Sol\   𝒂 = 𝟏 , 𝒃 = 𝟒  

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒙𝟐 𝒅𝒚
𝒃

𝒂

           = 𝝅 ∫
𝟏

𝒚
 𝒅𝒚

𝟒

𝟏

 

= 𝝅[𝒍𝒏 𝒚]𝟏
𝟒 

= 𝝅(𝒍𝒏𝟒 − 𝒍𝒏𝟏) 

= 𝝅(𝒍𝒏(𝟐)𝟐 − 𝟎) 

𝑽 = 𝟐𝝅 𝒍𝒏𝟐       ( مكعبةوحدة  ) Cubic Unit  

EX6\  Find the volume resulting from rotating the area enclosed 

between the function curve 𝒚 = 𝒙𝟐 + 𝟏 and the line 𝒚 = 𝟒 about the 

y-axis. 

Sol\   

صفر   𝒙 بدلا عنواحدة ونريد استخراج الثانية نعوض  𝒚اذا اعطى في السؤال   ملاحظة:

 لان التقاطع حول محور الصادات

𝒙 = 𝟎  ⟹    𝒚 = 𝟎 + 𝟏  ⟹     𝒚 = 𝟏  ,       𝒂 = 𝟏  , 𝒃 = 𝟒 

𝒙𝟐 = 𝒚 − 𝟏 

𝑽 = 𝝅 ∫ 𝒙𝟐
𝒃

𝒂

 𝒅𝒚    = 𝝅 ∫ (𝒚 − 𝟏)
𝟒

𝟏

𝒅𝒚  

= 𝝅 [
𝒚𝟐

𝟐
− 𝒚]

𝟏

𝟒

=  𝝅 [
𝟒𝟐

𝟐
− 𝟒 −

𝟏𝟐

𝟐
+ 𝟏] 
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= 𝝅 [
𝟗

𝟐
]                     

𝑽 =
𝟗

𝟐
𝝅   (وحدة مكعبة) Cubic Unit 

 الاختبار البعدي:

 

Find the volume resulting from rotating the area bounded by the 

parabola with equation 𝒚 = 𝟐𝒙𝟐and the lines 𝒙 = 𝟎, 𝒚 = 𝟐 about the 

x-axis. 

Ans\ 𝟐𝟓𝟎𝟎𝝅   (وحدة مكعبة) Cubic Unit  
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Area under the curve  

 الاختبار القبلي:

Find the volume resulting from rotating the area bounded by the parabola 𝒚 =

𝟒𝒙𝟐 and the lines 𝒚 = 𝟎, 𝒚 = 𝟏𝟔 about the y-axis.     P:62,63 

𝐴 = |∫ 𝑓(𝑥)

𝑏

𝑎

𝑑𝑥| 

 -خطوات الحل:

 .xلايجاد قيم  y. نصفر 1

 للاستفادة منها في رسم المنحني ومعرفة المنطقة الموجبة والسالبة. yلايجاد قيمة  xيمكن ان نصفر قيمة  تنويه//

اذا كانت المنطقة المطلوب حساب مساحتها في الجزء الموجب او السالب نكامل بدون تجزئة، اما اذا كان جزء من . 2

المنطقة في الجزء الموجب وجزء منها في الجزء السالب فيجب تجزئة الفترة قبل التكامل ويتم تكامل المنطقة الموجبة في 

 .𝐴2 وتكامل المنطقة السالبة في الفترة السالبة 𝐴1 الفترة الموجبة

𝐴 . اذا كان التكامل لاكثر من فترة نجمع المساحات للكل الفترات لايجاد المساحة الكلية3 = 𝐴1 + 𝐴2. 

Ex:- find the area determined by the function 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 and x-axis. 

Sol:- 

𝑦 = 𝑥3 − 𝑥  

𝑦 = 0  

⟹ 𝑥3 − 𝑥 = 0  

⟹ 𝑥(𝑥2 − 1) = 0  

⟹ 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 0 ⟹  𝑥 = 0 , 𝑥 = 1, 𝑥 = −1 ⟹ [−1,0]  , [0,1]    



 

 
P
A
G
E
 

 

𝐴1 = | ∫(𝑥3 − 𝑥 )

0

−1

𝑑𝑥| = |
𝑥4

4
−

𝑥2

2
]

−1

0

 | = |
04

4
−

02

2
− (

(−1)4

4
−

(−1)2

2
)|

= |− (
1

4
−

1

2
)| = |

−1

4
+

1

2
| = |

1

4
| =

1

4
 

𝐴2 = |∫(𝑥3 − 𝑥 )

1

0

𝑑𝑥| = |
𝑥4

4
−

𝑥2

2
]

0

1

 | = |
14

4
−

12

2
− (

04

4
−

02

2
)| = |

1

4
−

1

2
|

= |
−1

4
| =

1

4
 

𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 =
1

4
+

1

4
=

2

4
=

1

2
  

 

Ex:- find the area bounded by the graph of the function 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥2 and 
x-axis on the interval [−1,1]. 

Sol:- 

𝑦 = 𝑥4 − 𝑥2  

𝑦 = 0 ⟹ 𝑥4 − 𝑥2 = 0  

⟹ 𝑥2(𝑥2 − 1) = 0  

⟹ 𝑥2(𝑥 − 1)(𝑥 + 1) = 0   

⟹ 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑥 = −1 ⟹ [−1,0]  , [0,1]  

𝐴1 = | ∫(𝑥4 − 𝑥2 )

0

−1

𝑑𝑥| = |
𝑥5

5
−

𝑥3

3
]

−1

0

 | = |
05

5
−

03

3
− (

(−1)5

5
−

(−1)3

3
)|

= |− (
−1

5
−

−1

3
)| = |

1

5
−

1

3
| = |

−2

15
| =

2

15
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𝐴2 = |∫(𝑥4 − 𝑥2 )

1

0

𝑑𝑥| = |
𝑥5

5
−

𝑥3

3
]

0

1

 | = |
15

5
−

13

3
− (

05

5
−

03

3
)| = |

1

5
−

1

3
|

= |
−2

15
| =

2

15
 

𝐴 = 𝐴1 + 𝐴2 =
2

15
+

2

15
=

4

15
  

Ex:- find the area bounded by the function 𝑓(𝑥) = √𝑥 + 1 and x-axis from 
x=0 to x=3. 

Sol:- 

𝑦 = √𝑥 + 1  ⟹ [0,3]  

 

𝐴 = |∫(√𝑥 + 1 )

3

0

𝑑𝑥| = |∫(𝑥 + 1  )
1
2

3

0

𝑑𝑥| = |
2

3
(𝑥 + 1  )

3
2]

−1

0

 |

= |
2

3
√(3 + 1  )3 − (

2

3
√(0 + 1  )3)| =

2

3
|√43 − 1| =

2

3
|√64 − 1|

=
2

3
|8 − 1| =

2

3
(7) =

14

3
 

 

Ex:- find the area bounded by the graph of the function 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 − 3 
and x-axis on the interval [−1,3]. 

Sol:- 

𝑦 = 𝑥2 − 2𝑥 − 3  

𝑦 = 0 ⟹ 𝑥2 − 2𝑥 − 3 = 0  

⟹ (𝑥 − 3)(𝑥 + 1) = 0  
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⟹  𝑥 = 3, 𝑥 = −1 ⟹ [−1,3]    

𝐴 = | ∫(𝑥2 − 2𝑥 − 3)

3

−1

𝑑𝑥| = |
𝑥3

3
− 𝑥2 − 3𝑥]

−1

3

 |

= |
33

3
− 32 − 3(3) − (

(−1)3

3
− (−1)2 − 3(−1))|

= |9 − 9 − 9 +
1

3
+ 1 − 3| = |

1

3
− 11| = |

−32

3
| =

32

3
 

H.w:- Calculate the area between the graph of the function 
𝑦 = 𝑓(𝑥) = 4 − 𝑥2 and the x-axis on the interval.  

 

 المساحة بين منحنيين

Ex:- Find Calculate the area above and below the x-axis, bounded 

by the parabola 𝑦2 = 4𝑥 and the lines 𝑥 = 4 , 𝑥 = 9 ? 

𝑦2 = 4𝑥 

𝑦 = 2√𝑥 

𝐴 = ∫ 𝑦

9

4

   𝑑𝑥 

𝐴 = 2 ∫ √𝑥

9

4

   𝑑𝑥 

𝐴 = 2 ∫ 𝑥

9

4

1/2   𝑑𝑥 
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𝐴 = 2 . 2/3 [ 𝑥3/2 ]
9

4
 

𝐴 = 4/3 [27 − 8] 

𝐴 = 4/3 [19] 

𝐴 = 76/3 

𝐴 = 125/3 

Ex:- Find Calculate the area between the tow parabolas 𝑦 = 𝑥2, 

𝑥 = 𝑦2 ? 

𝑦2 = 𝑥 

𝑦 = √𝑥 

𝑦1 = 𝑦2 

𝑥2 = √𝑥 

𝑥4 = 𝑥 

𝑥4 − 𝑥 = 0 

𝑥(𝑥3 − 1) = 0 

𝑥 = 0 , 𝑥 = 1 

𝐴 = ∫ 𝑦

1

0

   𝑑𝑥 

𝐴 = ∫(√𝑥 − 𝑥2

1

0

)   𝑑𝑥 

𝐴 = [
2

3
  𝑥3 2⁄ −

𝑥3

3
]

1

0
 

𝐴 = (
2

3
 −

1

3
) − (0)   ⟹ 𝐴 =

1

3
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Ex:- Find The area of the shaded region ? 

𝐴 = ∫ (√𝑥 − (−
1

4
𝑥))  𝑑𝑥

4

0

 

𝐴 = ∫(𝑥1 2⁄

4

0

+
1

4
 𝑥)  𝑑𝑥 

𝐴 = [
2

3
   𝑥

2
3 +

1

4
  

𝑥2

2
]

4

0
 

𝐴 = [
2

3
(4)

3
2 +

1

8
(4)2 − (0)] 

𝐴 =
16

3
+

16

8
=

22

3
 

 الاختبار البعدي:

 

1) Find The area of the region bounded by the graphs of the tow functions 𝑦 = 𝑥2 +

8 , 𝑦 = 𝑥2 + 1? 

2) Find The area between the curves 𝑦 = 4 and  𝑦 + 𝑥2 , between the tow  points of  
intersection? 

 



 

72  

 

 

 

 الاختبار القبلي:

Find Calculate the area above and below the x-axis, bounded 

by the parabola 𝑦2 = 4𝑥 and the lines 𝑥 = 4 , 𝑥 = 9 ?   p:69,70 

 

Ex:- Find the sum of the two complex numbers in each of the following: 

3 + 4√2𝑖 , 5 − 2√2𝑖 

Sol:- 

(3 + 4√2𝑖)  +  (5 − 2√2𝑖) 

= (3 + 5)  +  (4√2 −  2√2)𝑖 

= 8 + 2√2𝑖  

Ex:- Find the sum of the two complex numbers in each of the following: 

1 − 𝑖 , 3𝑖 

Sol:- 

 1 − 𝑖 + 3𝑖 = (1 + 0)  + (−1 + 3)𝑖 = 1 + 2𝑖 

H.w:-     𝟑 +  𝟐 − 𝟓𝒊 

Ex:- Find the sum of the two complex numbers in each of the following: 

(2 + 3𝑖)² + (12 + 2𝑖) 

= (4 + 12𝑖 + 9𝑖²) + (12 + 2𝑖) 

= (4 + 12𝑖 − 9)  +  (12 + 2𝑖) 

= (−5 + 12𝑖)  +  (12 + 2𝑖) 

=  7 + 14𝑖 
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H.w:-  (𝟕 − 𝟏𝟑𝒊) – (𝟗 + 𝟒𝒊) 

Ex:- Find the following: 

(7 + 2𝑖) − (3 + 6𝑖) = (7 − 3) + (2𝑖 − 6𝑖) = 4 − 4𝑖  

Ex:- Find the product: 

(2 − 3𝑖)(3 − 5𝑖) 

= 6 − 12𝑖 − 9𝑖 + 15𝑖² 

= 6 − 15 − 19𝑖 

=  −9 − 19𝑖 

Ex:- Solve the following equation: 

(2 − 4𝑖) + 𝑋 = −5 + 𝑖  

⟹ 𝑋 = −5 + 𝑖 − 2 + 4𝑖  

⟹ 𝑋 = (−5 − 2) + (1 + 4)𝑖  

⟹ 𝑋 = −7 + 5𝑖  

H.w:-   (𝟑 + 𝟒𝒊)² 

Ex:- Solve the following equation in ℂ: 

𝑥2 + 4𝑥 + 5 = 0 

𝑥 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑎 = 1, 𝑏 = 4, 𝑐 = 5 

𝑥 =
−4±√42−4(1)(5)

2(1)
  

𝑥 =
−4±√16−20

2
    

𝑥 =
−4±√−4

2
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𝑥 =
−4±2𝑖

2
   

 𝑥 = −2 ± 𝑖  

 الاختبار البعدي:

1. Find the sum of the two complex numbers in each of the following: 

3 + 4√2𝑖 , 5 − 2√2𝑖         p:72 

2. Find the following:   (7 + 2𝑖) − (3 + 6𝑖)    p:73 

3. Solve the following equation in ℂ:   𝑥2 + 4𝑥 + 5 = 0      p:73,74 
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 الإحصائيةالعمليات 
 الاختبار القبلي:

Find the sum of the two complex numbers in each of the 

following: 

(2 + 3𝑖)² + (12 + 2𝑖)            p:72,73 

 

 الإحصاء 
 وتضمينها واختزال وتحليلها وتفسيرها واتخاذ القرارات بشأنها.يهتم بجمع القراءات او البيانات عن الظواهر 

 -بعض المفاهيم الأساسية لعلم الإحصاء:

( المجتمع: المجتمع الاحصائي هو مجموعة من العناصر التي تشترك جميعها بميزات متشابهة ومتطابقة، مثلا المدارس 1

 الابتدائية في العراق المصابون بمرض معين وهكذا.... 

 العينة: مجموعة جزئية مسحوبة حسب أصول علمية متقنة ومحددة من مجتمع ما.( 2

في حياتنا اليومية نلاحظ وجود كم هائل من المتغيرات او الظواهر الغير ثابتة، مثل درجة الحرار، كمية الامطار، نسبة 

  ود منتج ونتيجة.الرطوبة، عدد الطلاب، عدد طلاب الجامعة، عدد المصابين بمرض معين مما يؤدي الى وج

بعد تحديد المتغيرات او الظاهرة التي نرغب في دراستها تكون الخطوة الأولى جمع المعلومات على شكل قراءات او 

,Xمشاهدات او بيانات نستخدم عادة الحروف الكبيرة من الابجدية الإنكليزية مثل  Y, Z  للمتغيرات والحروف

,xالصغيرة  y, z ن القراءات.تمثل رمز القراءة الواحدة م 

 اقسام الإحصاء:

a) .الإحصاء الاستدلالي 

b) .الإحصاء الوصفي 

 

 الإحصاء الاستدلالي 

حصاء الوصفي ويمثل على التحليل والنتائج، استقراء النتائج واخاذ القرار يرتبط بمقياسه على بكثير من الا وهو أوسع 

 مستوى البرهان الرياض ي.الاحتمالية، لان النتائج التي نحصل عليها ليست نسبية ولا ترقى الى 

 

 الاحصاء الوصفي
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 يقسم الى قسمين:

 .عرض البيانات 

 .مقياس النزعة المركزية 

هناك طرق مختلفة لعرض البيانات بشكل منظم و واضح والهدف من عرض البيانات بهذا  -عرض البيانات: -أولا:

بيانات كثيرة ومتنوعة وإعطاء صورة ما لديه من الشكل هو تسهيل مهام الباحث الاحصائي ومساعدته على تقديم 

 -يأتي: عنها بشكل بسيط ويسهل فهمه. ومن اهم طرق عرض البيانات ما

 

 

 Statistical table     أولا: الجدول الإحصائي

 هو توزيع تكراري للقيم العددية الظاهرة التي يراد دراستها.

Ex:- If we took the grades of 50 students in mathematics and they were as follows: 

85, 80, 55, 37, 66, 65, 48, 74, 28, 22, 92, 59, 74, 52, 87, 89, 69, 57, 40, 78, 60, 40, 43, 28, 45, 60, 83, 80, 53, 

75, 35, 73, 72, 81, 70, 71, 50, 61, 48, 68, 91, 42, 89, 78, 72, 70, 83, 51, 64, 73. 

Such data in a Statistical table: 
Sol:-  

Categories 

 الفئات

Repetition 

 التكرار

more than 

 اكثر من

descending cluster  

repetition 

 التكرار المتجمع النازل

 

Below 

 اقل من

ascending cumulative  

repetition 

 التكرار المتجمع الصاعد

20- 3 20 50 30 3 

30- 2 30 47 40 5 

40- 7 40 45 50 12 

50- 7 50 38 60 19 

60- 8 60 31 70 27 

70- 12 70 23 80 39 

80- 9 80 11 90 48 

90-100 2 90 2 100 50 

 

 ثانيا: التوزيعات التكرارية المجتمعة

 )للاطلاع( .ضمن كل فئةمع تسجيل عدد مرات تكرار القيم  (Intervals) هي طريقة لتجميع البيانات في فئات
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 ثالثا: تحميل البيانات للتوزيعات التكرارية للاشكال المتنوعة

 :iterative runway المدرج التكراري أ( 

هو احد الاشكال البيانية تمثل فيه التكرارات بمستطيلات رئيسة تكون القاعدة على المحور الافقي الذي يمثل المحور 

x. 

 

 

Ex:- Find the iterative runway that represents the range of ages of chemists working in a 

large laboratory: 

 

Categories 

 الفئات

Repetition 

 التكرار

18-20 3 

21-23 5 

24-26 10 

27-29 15 

30-32 7 

33-35 6 

36-38 4 

 

 

 :recursive curve  المنحني التكراري ب( 

 من رسم أعمدة كما في المدرج التكراري، نرسم هو نوع من التمثيل البياني 
ً
يُستخدم لعرض توزيع البيانات، لكن بدلا

 لتكرار تلك الفئة، ثم نصل بين هذه النقاط بخط 
ً

ا عند منتصف كل فئة، بحيث يكون ارتفاع كل نقطة مماثلا
ً
نقاط

 انون:، ولرسم المنحني التكراري نحتاج الى إيجاد مركز الفئة من خلال القمنحني ناعم
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مركز الفئة =
الحد االادنى + الحد الاعلى

2
 

Ex:- Draw the recursive curve for the ages of chemists working in a large laboratory: 

Categories 

 الفئات

Repetition 

 التكرار

Category Center 

 مركز الفئة

18-20 3 19 

21-23 5 22 

24-26 10 25 

27-29 15 28 

30-32 7 31 

33-35 6 34 

36-38 4 37 

 

 :repetitive polygon  المضلع التكراري ج( 

 من توصيل النقاط بخط منحني و ناعم، نوصلها بخطوط مستقيمة.
ً
  هو رسم بياني يشبه المنحني التكراري، لكن بدلا

 )للاطلاع(

 

 مقياس النزعة المركزية
وتسمى أحيانا بمقياس التوسط وهي عبارة عن كمية ذات موقع مركزي ويعبر عن مجموعة من البيانات لظاهرة 

معينة وتفيد في المقارنة ويكون مقياس التوسط ممثلا للمجتمع او الظاهرة تمثيلا صادقا دون التميز اذا توفرت 

 فيه الشروط التالية:

 بموجب معادلة رياضية.. ان يكون قيمة المتوسط محدودة ومحسوبة 1

 . يجب ان لايتأثر كثيرا باختيار العينة.2

 . يجب ان يكون المتوسط سهل الحساب مع عدم التضحية بالدقة في سبيل السهولة.3

 . ان يكون من الممكن التعبير عنه جبريا.4
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 أنواع مقياس النزعة المركزية
: الوسط الحسابي

ً
 arithmetic mean 𝑿̅    أولا

𝑋̅  الوسط الحسابي للقيم الغير مبوبة، وقانونه هو:أ(  =
∑ 𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1

𝑛
 

Ex:- Find the arithmetic mean of the following data: 

19, 17, 18, 12, 15 

Sol:- 

𝑋̅ =
∑ 𝑥𝑖

5
𝑖=1

5
=

19+ 17+ 18+ 12+ 15

5
= 16.2  

𝑋̅: قانونه الوسط في البيانات المبوبة )تكرارية أو مجدولة في فئات(ب(  =
∑ 𝑥𝑖𝑓𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1

 

 

Ex:- Find the arithmetic mean of the following data: 

𝑋̅ =
∑ 𝑥𝑖𝑓𝑖

𝑛
𝑖=1

∑ 𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1

=  
799

50
= 15.98  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑥𝑖 𝑥𝑖𝑓𝑖مركز الفئة  𝑓𝑖التكرار  الفئات  

5- 3 6.5 19.5 

8- 8 9.5 76 

11- 7 12.5 87.5 

14- 10 15.5 155 

17- 9 18.6 166.5 

20- 8 21.5 172 

23-25 5 24.5 122.5 

∑  50  799 
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هو أحد مقاييس النزعة المركزية في الإحصاء، ويُستخدم لتحديد القيمة التي  :  The mediator  M   الوسيطثانيا: 

 تقع في منتصف مجموعة من البيانات بعد ترتيبها تصاعديًا أو تنازليًا.

 -الوسيط للبيانات الغير مبوبة:أ( 

 عدد القيم فردي فان الوسيط هو القيمة التي يكون ترتيبها( اذا كان 1
1+عدد القيم

2
. 

( اذا كان عدد القيم زوجي فان الوسيط هو الوسط الحسابي للقيمتين الوسطيتين. بتعبير اخر هو حاصل جمع 2

 .2القيمتين التي يكون ترتيبهما وسط القيم مقسوما على 

Ex:- Find the median of the following numbers: 

1) 15, 8, 1, 7, 4, 13, 5, 10,6,2 

2) 20, 15, 12, 10, 4 

Sol:- 

1) 1,2,4,5,6,7,8,10,13,15 

𝑴 =
𝟕+𝟔

𝟐
= 𝟔. 𝟓  

2) 4, 10, 12, 15, 20 

M=12 

𝑀 -الوسيط للبيانات المبوبة:ب(  = 𝐴 +

∑ 𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1

2
−𝑝

𝑓
× 𝐿 

 حيث ان:

M هو المنوال 

A الفئة الوسيطية 

∑ 𝑓𝑖
𝑛
𝑖=1  مجموع التكرارات 

P التكرار المتجمع الصاعد السابق للفئة الوسيطية 

F تكرار الفئة الوسيطية 

L طول الفئة الوسيطية 

 

 The loom  E  ثالثا: المنوال
 في التوزيع وهو ابسط مقاييس النزعة المركزيةالاهي القيمة 

ً
 كثر تكرارا

 :المنوال في حالة البيانات غير المبوبةأ( 
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Ex:- Find the loom for the following values: 65, 100, 65, 67, 65, 20, 27 

S0l:- 𝐄 = 𝟔𝟓 

𝑬 ب( المنوال للقيم المبوبة: = 𝑨 +
𝑓2−𝑓1

(𝑓2−𝑓1)+(𝑓2−𝑓3)
× 𝑳  :حيث ان- 

E المنوال 

A )الفئة المنوالية )الفئة المقابلة لاكبر تكرار 

 𝑓2تكرار الفئة المنوالية 

 𝑓1 المنواليةالتكرار السابق للفئة 

 𝑓3 التكرار اللاحق للفة النوالية 

L )طول الفئة )الفرق بين أي فئتين متتاليتين 

Ex:- Find the loom for the data in the following table: 

Sol:                                                                      

 

𝑬 = 𝑨 +
𝒇𝟐−𝒇𝟏

(𝑓2−𝑓1)+(𝑓2−𝒇𝟑)
  

= 𝟑𝟓 +
10−8

(10−8)+(10−6)
× 𝟓 = 𝟑𝟔. 𝟔𝟕   

 

 

 

 الاختبار البعدي:

:- If we took the grades of 50 students in mathematics and they were as follows: 

85, 80, 55, 37, 66, 65, 48, 74, 28, 22, 92, 59, 74, 52, 87, 89, 69, 57, 40, 78, 60, 40, 43, 28, 45, 60, 83, 80, 53, 

75, 35, 73, 72, 81, 70, 71, 50, 61, 48, 68, 91, 42, 89, 78, 72, 70, 83, 51, 64, 73. 

Such data in a Statistical table: 

P: 76 

 التكرار الفئة

20-24 5 

25-29 7 

30-34 8 

35-39 10 

40-44 6 

45-59 4 


